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Zusammenfassung

Durch eine Arbeit von Gennady Lyubeznik ([Lyu93|) hat sich herausgestellt, dass D-Moduln
in Charakteristik Null ein wichtiges Mittel zur Untersuchung von lokalen Kohomologiemoduln
darstellen. In positiver Charakteristik scheinen die ebenfalls von Lyubeznik in [Lyu97] einge-
flihrten F-Moduln das passende Analogon zu sein. In beiden Féllen ergeben sich wichtige End-
lichkeitsbedingungen an die Moduln H?(R). Andererseits hat sich gezeigt, dass sich die Unter-
suchung der Matlis-Duale von bestimmten lokalen Kohomologiemoduln, genauer der Moduln
D(HY(R)) = Hom(Hi(R), E(R/m)), unter gewissen Umsténden dazu eignet, Fragen iiber die Mo-
duln HY(R) zu kliren. Insbesondere die Frage, ob lokale Kohomologiemoduln artinsch sind oder
Aussagen iiber mengentheoretisch vollstindige Durchschnitte lassen sich mit Informationen iiber
die Matlis-Duale beantworten. Dabei sei R lokal mit maximalem Ideal m und E(R/m) die injektive
Hiille des Residuenkdrpers von R. Michael Hellus hat in [Hel07h] gezeigt, dass diese Matlis-Duale
im Fall eines Potenzreihenringes R iiber einem Korper k der Charakteristik Null eine kanonische
D-Modul-Struktur besitzen, aber im Allgemeinen Beispiele fiir D-Moduln liefern, welche nicht ho-
lonom sind. Ziel dieser Arbeit soll es sein, zu zeigen, dass in diesem Fall D(H(R)) in positiver
Charakteristik eine F-Modul-Struktur trégt, im Allgemeinen aber nicht F-endlich ist. Auferdem
werden wir die engen Zusammenhinge zwischen D-Moduln und F-Moduln, welche in positiver
Charakteristik zu beobachten sind, noch ndher untersuchen. Dabei wird sich herausstellen, dass
das Ergebnis von Hellus aus [Hel07b] {iber die D-Modul-Struktur und unser Ergebnis iiber die JF-
Modul-Struktur der Moduln D(H!(R)) in Charakteristik p > 0 gerade die Manifestation derselben
Besonderheiten sind. Insbesondere zeigt sich, dass eine F-Modul-Struktur in positiver Charakte-
ristik auch eine D-Modul-Struktur induziert. Dies verallgemeinert das Ergebnis von Hellus iiber
die D-Modul-Struktur in Charakteristik Null auf den Fall von Charakteristik p > 0.
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Kapitel 1
Einleitung

“In the judgment of the most competent
living mathematicians, Fraulein Noether
was the most significant creative
mathematical genius thus far produced
since the higher education of women

began.”

Albert Einstein (|Ein35])

In der algebraischen Geometrie und kommutativen Algebra sind die lokalen Kohomologiemoduln
seit ihrer Einfiithrung vor gut 50 Jahren von grofem Interesse. Dabei handelt es sich um eine mathe-
matische Konstruktion, die Anfang der 60er Jahre von Grothendieck in [Gro67| gemacht wurde,
um geometrische Fragen zu beantworten. Mittlerweile ist die Theorie der lokalen Kohomologie
ein fester Bestandteil fiir die Untersuchung von kommutativen noetherschen Ringen. Betrachtet
man Ringe als Funktionen auf Rdumen, so lassen sich auch geometrische und topologische Inhalte
untersuchen. Urspriinglich waren die lokalen Kohomologiefunktoren dabei als spezielle Garbenko-
homologie definiert. Sei dazu X ein topologischer Raum und Y C X eine abgeschlossene Teilmenge
und F eine Garbe abelscher Gruppen auf X, so betrachtet man die globalen Schnitte mit Sup-
port in Y, also die Menge I'y (X;F). Nun definiert man die lokalen Kohomologiegruppen von X
mit Hilfe der rechtsabgeleiteten Funktoren dieser Zuordnung, also als Hi. (X, F) := R' I'y (X, F).
Betrachten wir einmal den Spezialfall X = Spec R fiir einen kommutativen Ring R und die quasi-
kohirente Garbe M fiir einen R-Modul M. Sei I C R ein Ideal, so ist V(I) abgeschlossen in
der Zariski-Topologie und man definiert die lokalen Kohomologiemoduln von M mit Support in
als Hy(M) := Hy ;) (SpecR, M). Diese Definition lisst sich jetzt vollstindig vom geometrischen
Hintergrund 16sen und spezialisiert sich zu der folgenden Konstruktion in der kommutativen Alge-
bra. Dabei ordnet dann die lokale Kohomologie einem gegebenen Ideal I C R eines noetherschen
Ringes R und einem R-Modul M eine Folge von Moduln Hi(M) zu, den sogenannten lokalen
Kohomologiemoduln. Betrachtet man den Untermodul I';y(M) = {m € M | I*m = 0 fiir ein ¢t € N}
von M, der aus allen Elementen von M besteht, welche von einer Potenz von I annulliert werden,
so ist die Zuordnung
M +— I'1(M)
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im Sinne der homologischen Algebra nicht exakt. Die lokalen Kohomologiemoduln sind nun ein
Maf dafiir, wie stark diese funktorielle Zuordnung von dieser Exaktheit abweicht. Selbst fiir einen
endlich erzeugten R-Modul M sind die lokalen Kohomologiemoduln meist nicht endlich erzeugt
und verhalten sich somit nicht besonders gutartig. Ihre Eigenschaften spielen aber eine grofe Rol-
le in allen Anwendungen der lokalen Kohomologie-Theorie. Daher interessiert man sich fiir die
Struktur dieser Moduln, insbesondere fiir gewisse Endlichkeitsaussagen.

So ist es zum Beispiel eine wichtige Aufgabe zu entscheiden, ob die Menge Ass(H:(R)), also
die Menge der assoziierten Primideale der i-ten lokalen Kohomologie von R selbst, endlich ist.
Diese Frage wurde von Huneke in [Hun92| gestellt und Huneke und Sharp konnten in [HS93| zei-
gen, dass fiir einen reguliren lokalen Ring positiver Charakteristik, welcher einen Kérper k enthilt,
diese Menge immer endlich ist. Ebenso konnte Lyubenznik in [Lyu93] und [Lyu00b| zeigen, dass
fiir unverzweigte regulére lokale Ringe von gemischter Charakteristik oder von Charakteristik Null
die Menge Ass(H!(R)) immer endlich ist.

Eine weitere Frage, die von Huneke in [Hun92| gestellt wurde, ist es zu entscheiden, ob ein gege-
bener lokaler Kohomologiemodul H%(M) fiir einen endlich erzeugten R-Modul M artinsch ist.
Sei dazu (R,m,k) ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist H!(M) genau dann artinsch, falls
Supp(M) = {m} gilt und der Sockel von M, also Hompg(k, M) endlich erzeugt ist. Ist dim R/I = 0,
so hat man die Struktur von H%(M) gut verstanden (siehe [Gro67]). Obwohl nicht zwingend endlich
erzeugt, sind die lokalen Kohomologiemoduln dann artinsch, also insbesondere Hompg(k, H:(M))
endlich erzeugt. Ist aber dim R/I > 0, so ist dies nicht notwendigerweise der Fall, wie das folgende

Beispiel von Hartshorne zeigt.

Beispiel 1.1 (Hartshorne’s Beispiel, Beispiel |5.2.4). Sei k ein Kérper und sei R die Hyperfliche

kl[w, 2, y, 2]]/ (wz = yz).

Sei aufferdem I C R das Ideal von R, das von den Klassen von z und y in R erzeugt wird, also
I = (z,y). Dann ist H?(R) nicht artinsch, insbesondere ist Homg(R/m, H?(R)) nicht endlich

erzeugt.

Auferdem kann somit auch Hompg(R/I, H?(R)) nicht endlich erzeugt sein und dies zeigt, dass die
von Grothendieck gemachte Vermutung, dass Homg(R/I, H?(R)) fiir jedes Ideal I von R endlich
erzeugt ist, falsch ist (siehe Vermutung[5.2.3)).

Allgemeiner ldsst sich nach der Endlichkeit der sogenannten Bass-Zahlen fragen, wobei die i-te
Bass-Zahl pf(p, M) fiir ein Primideal p eines kommutativen noetherschen Ringes R und einen
R-Modul M wie folgt definiert ist. Der i-te auftretende Term E?(M) in einer minimalen injek-
tiven Auflésung von M ist bis auf Isomorphie eindeutig durch M bestimmt. Es gilt E¢(M) =
Dacr Er(R/po) mit einer Familie (pq)aea von Primidealen von R. Dabei ist die Kardinalitit
der Menge {a € A : p, = p} eindeutig durch M bestimmt und wird mit u*(p, M) bezeichnet. Sei
k(p) = Rp/pR, der Residuenkorper des lokalen Ringes R, so lassen sich die Bass-Zahlen auch
als folgende Vektorraum-Dimensionen charakterisieren: p'(p, M) = dimk(p)Ext%p (k(p), M,). Ist

(R, m,k) ein noetherscher lokaler Ring, so gilt also u®(m, M) = dimyHompr(k, M).
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Diese Fragen liefsen sich besonders im Fall eines reguldren Ringes R gut untersuchen und in vielen
Fallen positiv beantworten. So konnten Huneke und Sharp in [HS93] im Fall positiver Charakte-

ristik das folgende Ergebnis formulieren.

Satz 1.2 (Theorem 2.1/Corollary 2.3 in [HS93|). Sei (R,m,k) ein reguldrer lokaler Ring der
Charakteristik p > 0, und sei I C R ein Ideal von R. Sei aufferdem p € Spec(R) und j € N, dann
gilt fir alle i € N:

(i) 1'(p, H{(R)) < ' (p, Extp(R/1, R)) < oc.
(ii) Ass(H}(R)) C Ass(Emtgz(R/I,R)), insbesondere ist Ass(H}(R)) endlich.

Dabei verwendet der Beweis dieses Satzes im Grunde zwei wichtige Eigenschaften der lokalen
Kohomologie im Fall eines regulidren Ringes. Sei dazu R ein kommutativer noetherscher regulirer
lokaler Ring der Charakteristik p > 0. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Methoden, die uns in
positiver Charaktertistik zur Verfiigung stehen, ist der sogenannte Frobeniushomomorphismus ¢,
wobei dieser definiert ist durch ¢ : R — R, r — rP. Peskine und Szpiro haben in ihrer Arbeit

[PS73] diesen Homomorphismus weiter verallgemeinert zum sogenannten Frobeniusfunktor
F : R-mod — R-mod,

der wie folgt definiert ist. Fiir einen gegebenen R-Modul M sei F(M) := R?®rM, wobei R? der R-
Bimodul ist, dessen zugrundeliegende additive Gruppe gerade R ist, dessen Links- R-Modulstruktur
die gewohnliche Multiplikation in R ist und der seine Rechts- R-Modulstruktur durch den Frobeni-
ushomomorphismus erhélt. Es gilt also s-r :=rP-s fiir s € R und r € R. Da R regulér und lokal
ist, impliziert ein Satz von Kunz in [Kun69] (siehe Satz[4.3.1)), dass F ein exakter Funktor ist und
somit viele gute Eigenschaften besitzt. Nun konnte gezeigt werden, dass die lokalen Kohomologie-
moduln fiir ein Ideal I C R, also die Moduln H(R), die folgenden zwei wichtigen Eigenschaften
besitzen:

(i) Hj(R) = F(Hy(R))
(i) Hi(R) = lim F'(Exty(R/1, R)).

AuRerdem ist Ext%(R/I, R) und somit der erste Term im direkten Limes endlich erzeugt. Diese
beiden Tatsachen waren es, die es Huneke und Sharp in [HS93] ermdglichten den obigen Satz iiber
die Endlichkeit der Bass-Zahlen und der assoziierten Primideale von bestimmten lokalen Kohomo-

logiemoduln iiber einem reguldren Ring R zu beweisen.

Gennady Lyubeznik griff in seiner Arbeit [Lyu97] diese beiden Eigenschaften ebenfalls auf und
verallgemeinerte diese zu der folgenden Definition.

Definition 1.3 (Definition Definition[3.2.4). Sei R ein kommutativer noetherscher requldrer
lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und sei M ein R-Modul.

(i) M heifit F-Modul, falls ein R-Modul Isomorphismus
0:M—FM)=R?Q@r M

existiert. Dieser heifst dann auch Strukturmorphismus von M.
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(ii) Ein F-Modul M heifit F-endlich, falls

F(8) F(8)
EACN ) 29,

M =lim(M 2 F(0) F2on) 29, m3

mit einem endlich erzeugten R-Modul M und einem R-Modulhomomorphismus 8 : M —
F(M) gilt.

Nun ist mit den obigen Beobachtungen klar, dass diese Definitionen gerade passend gew&hlt wur-
den, um zu erreichen, dass die lokalen Kohomologiemoduln H¢(R) F-Moduln und sogar F-endlich
sind. Lyubeznik konnte in [Lyu97] auch zeigen, dass F-endliche Moduln im Fall eines reguléren
Ringes positiver Charakteristik stets endliche Bass-Zahlen und endlich viele assoziierte Primideale

besitzen und somit das Ergebnis von Huneke und Sharp wie folgt verallgemeinern.

Satz 1.4 (Satz Satz [3.4.5). Sei (R, m,k) ein requlirer Ring der Charakteristik p > 0, und
sei M ein F-endlicher Modul. Sei auflerdem p € Spec(R) und j € N, dann gilt fir alle i € N:

(i) Es gilt u'(p, M) < oo, M besitzt also endliche Bass-Zahlen.

(i) Die Menge der assoziierten Primideale von M, also Ass(M), ist endlich.

Eine wichtige Frage in der algebraischen Geometrie ist es, zu entscheiden wieviele Gleichungen
notig sind, um eine gegebene algebraische Menge mengentheoretisch zu beschreiben. Dabei hat sich
herausgestellt, dass die lokalen Kohomologiemoduln “Informationen” enthalten, um diese Frage zu
beantworten. Ein wichtiges Konzept sind dabei die sogenannten mengentheoretisch vollsténdigen
Durchschnitte. Dabei handelt es sich grob gesagt um algebraische Varietdten V' (im affinen oder
projektiven Raum iiber einem Korper k), die durch codim(V') viele Gleichungen ausgeschnitten
werden konnen. Im Allgemeinen wird die Anzahl der nétigen Gleichungen fiir eine durch ein Ideal

I gegebene Varitit als arithmetischer Rang des Ideals bezeichnet. Dabei ist dieser definiert als:

ara(I):=min{k € Z|3f1,....,fr € R : \/j:\/fl,...,fk},

und es gilt in diesem Fall, dass die Kodimension von V', codim(V'), gerade gleich der Hohe des
definierenden Ideals I ist. Diese bezeichnet man als height(I). Es wird sich herausstellen, dass ein
enger Zusammenhang zwischen dem arithmetischen Rang eines Ideals und reguléren Folgen auf
den Matlis-Dualen bestimmter lokaler Kohomologiemoduln besteht. Zunéchst einmal besteht aber

der folgende Zusammenhang mit dem Verschwinden gewisser lokaler Kohomologiemoduln.
Bemerkung 1.5 (siche Bemerkung|5.4). Fiir n € N, einen R-Modul M und ein Ideal I C R gilt:
(i) ara(I) <n= H¥(M)=0 Vk>n.
(ii) ara(l) > n < Hp (M) # 0.

Das Verschwinden bzw. das Nichtverschwinden von lokalen Kohomologiemoduln liefert uns also
Informationen iiber die Anzahl von Elementen, die benétigt werden, um ein Ideal — bis auf Radikal
- zu erzeugen. Geometrisch erhalten wir also Aussagen iiber die Anzahl der nétigen Gleichungen,
um eine gegebene Varietédt zu beschreiben. Allerdings reicht das Verschwinden allein nicht aus, um

den arithmetischen Rang zu bestimmen, wie folgendes Beispiel zeigt.
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Beispiel 1.6 (Beispiel. Seik ein Kérper, d € N, d > 3, und bezeichne P} den n-dimensionalen
projektiven Raum tber k. Betrachten wir dann die projektive, glatte Kurve Cy, definiert als das
Bild unter der Abbildung

PL— P2, (u:v) — (u?:u o wwdtod),

so ist bekannt, dass C3 mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt ist. Auflerdem konnte ge-
zeigt werden (siehe [Har79] oder auch in [BSR81l]), dass im Fall chark > 0 Cy fir alle d > 3
mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt ist. Im Falle chark = 0 ist diese Frage véllig offen,
sogar fir die Kurve Cy ist ungeklirt, ob sie vollstindiger Durchschnitt ist, oder nicht. Cy ist die

berihmte Macaulay-Kurve.

Sei I das zu Cy gehorige Ideal, so weiff man, dass Elemente f,g,h € R existieren mit /I =
VI, g, h. und T ist Primideal der Hiohe 2. Es stellt sich also die Frage, ob auch ara(I) = 2 gilt.
Diese Frage kann sofort megativ beantwortet werden, falls Hi (R) # 0 gilt, wie Bemerkung
zeigt. Man weif} aber, dass H}(R) = 0 gilt und somit lisst sich keine genaue Aussage treffen. Die

Frage ist bis jetzt in Charakteristik Null noch unbeantwortet.

Betrachtet man andererseits I/fR als Ideal von R/fR so gilt einerseits height(I) = 1 und
H}/fR(R/fR) = 0Vl > 1. Andererseits kann man zeigen, dass ara(I/fR) > 2 gilt. Die Frage
ist in diesem Fall also beantwortet und das Ideal ist trotz des Verschwindens der Kohomologie kein

mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt.

Das Verschwinden bzw. das Nichtverschwinden der lokalen Kohomologiemoduln H(R) liefert uns
also noch nicht geniigend Informationen, um diese Frage fiir die Kurve C; beantworten zu kdnnen.
Allerdings hat sich durch den folgenden Satz von Hellus aus [Hel07b| gezeigt, dass das Matlis-
Dual des zweiten lokalen Kohomologiemoduls, also der Moduln D(H#(R)), die nétige Information

enthilt, und zwar in folgendem Sinne.

Satz 1.7 (Satz . Sei (R, m) ein noetherscher, lokaler Ring, I C R ein echtes Ideal von R,
heNund sei f=f1,..., fn €I eine R-requlire Folge. Dann sind dquivalent:

(i) \/ﬁ = /I, insbesondere ist I mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt.
(ii) H{(R) =0 fiir alle | > h und die Folge f ist quasi-regulir auf D(H}(R)).
(iti) Hi(R) =0 fiir alle | > h und die Folge f ist regulir auf D(H}(R)).

(iv) HL(R) =0 fiir alle | > h und die Folge f ist filter-requlir auf D(H}(R)).

Dabei sei fiir einen lokalen Ring (R, m) der R-Modul E := E(R/m) die injektive Hiille des Residu-
enkorpers R/m. Fiir einen gegebenen R-Modul M heifit dann der Modul D(M) := Homg(M, E)
Matlis-Dual von M.

Damit haben wir also die folgende Implikation, wobei I das zu Cy gehorige Ideal bezeichnet:

{ 3 R-reguldre Folge f,g € I : } . { C}, ist mengentheoretisch }

f, g reguléire Folge auf D(H?(R)) vollstdndiger Durchschnitt



KAPITEL 1. EINLEITUNG 9

Dabei heifst eine Folge f = f1,..., fnp € R R-regulér, falls fR # R gilt und falls V1 < i < h gilt,
dass f; injektiv auf R/(f1,..., fi—1) operiert und somit Nichtnullteiler auf diesem Quotienten ist.
Es gilt in diesem Fall immer height((fR)) = h, d.h. regulére Folgen erzeugen immer mengentheo-

retisch vollstdndige Durchschnitte.

Dies motiviert also unser Interesse an den Nichtnullteilern von D(H!(R)) und damit auch das In-
teresse an den assoziierten Primidealen von D(H?!(R)). Wir haben némlich fiir einen noetherschen
Ring R und einen R-Modul M die folgende Gleichheit, wobei Ass M die Menge der assoziierten
Primideale von M bezeichnet:

U = {Nullteiler von M}.
peAss M

Im Hinblick auf die von Lyubeznik in [Lyu97] gemachte Beobachtung (siehe Satz[3.4.5)), dass jeder
F-endliche Modul nur endlich viele assoziierte Primideale besitzt, stellt sich also auf natiirliche
Weise die Frage, ob auch die Matlis-Duale lokaler Kohomologiemoduln F-Moduln sind und ob sie

dariiber hinaus vielleicht sogar F-endlich sind.

Die Beantwortung dieser Frage ist der Hauptgegenstand dieser Arbeit und wir werden zeigen,
dass fiir den Fall eines Potentreihenringes R in endlich vielen Unbekannten iiber einem perfekten
Kérper k die Moduln D(H(R)) eine F-Modul-Struktur besitzen.Wir werden also in der Lage sein,

den folgenden Satz zu formulieren.

Korollar 1.8 (Korollar [£.5.3/Korollar [£.5.4). Sei (R, m,k) ein kompletter regulirer lokaler Ring
der Charakteristik p > 0, der seinen perfekten Residuenkérper k = R/m enthdlt und sei M ein
F-Modul. Sei auferdem I C R ein Ideal und i € N. Dann besitzen die Matlis-Duale D(H(M))
eine F-Modul-Struktur, insbesondere ist D(HE(R)) ein F-Modul.

Dabei befinden wir uns wegen eines Struktursatzes von Cohen (siehe Satz[4.3.9) gerade in der an-
gesprochenen Situation eines Potenzreihenringes. Die Frage nach der F-Endlichkeit dieser Matlis-

Duale muss im Allgemeinen aber negativ beantwortet werden, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.9 (Korollar [5.1.4). Sei R = Kk[[X1,...,X,]] ein Potenzreihenring in den Variablen
X1,..., Xy tber dem Kérper k, i <n, und sei I das Ideal (X1,...,X;)R. Dann ist die Menge

ASSR(D(H(in,..A,Xi) (R)))
unendlich.

Wir werden in dieser Arbeit also zeigen konnen, dass die Matlis-Duale D(H%(R)) iiber einem
Potenzreihenring R = k[[X71,...,X,]] Giber einem perfekten Korper k der Charakteristik p > 0
F-Moduln sind, aber im Allgemeinen Beispiele fiir F-Moduln liefern, welche nicht F-endlich sind.

Die Aufgabenstellung wurde dabei hauptsichlich durch die Untersuchungen von Hellus in [Hel07b]
motiviert, wo gezeigt werden konnte, dass iiber einem Potenzreihenring iiber einem Koérper der
Charakteristik Null eine ganz &hnliche Situation vorliegt. Genauer wurde dort das Folgende be-

wiesen.
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Satz 1.10 (Satz [6.2.1)/Korollar [6.3.2). Sei k ein Kdrper der Charakteristik Null und sei R der
Potenzreihenring ber k in n Variablen, also R = Kk[[X1,...,X,]]. Sei auferdem I C R ein Ideal
von R. Dann sind die Matlis-Duale D(H(R)) auf kanonische Weise (Links-)D-Moduln. Sie liefern

aber im Allgemeinen Beispiele fiir nicht-holonome D-Moduln.

Dieses Resultat, welches eine gewisse Analogie zwischen F-Moduln in positiver Charakteristik und
D-Moduln in Charakteristik Null aufzeigt, fithrt also zu der Frage nach dem Zusammenhang zwi-
schen diesen beiden Strukturen. Dabei ist ein D-Modul ein Modul iiber dem Ring der Differentiale
D(R;k) fiir einen Korper k und eine gegebene kommutative k-Algebra R. Grob gesagt handelt es
sich dabei um den nichtkommutativen Unterring

D(R;k) C Endy(R)

des Ringes der k-linearen Endomorphismen auf R, welcher von den Abbildungen, die durch die
Multiplikation mit Elementen aus R definiert sind, und sédmtlichen k-linearen Derivationen auf R
erzeugt wird. Die urspriingliche Motivation fiir die Theorie der D-Moduln war es, einen algebrai-
schen Zugang fiir die Untersuchung von Systemen partieller Differentialgleichungen zu erhalten.
Dariiber hinaus fanden sich Anwendungen vor allem in der mathematischen Physik oder in der
Darstellungstheorie. Als Standardreferenzen fiir die Theorie der D-Moduln seien an dieser Stelle
die Biicher [Bj9] und [Cou95| genannt.

Nun hat Lyubeznik in seiner Arbeit [Lyu93| erkannt, dass sich diese Theorie auch in der Untersu-
chung von lokalen Kohomologiemoduln anwenden lisst und die D-Moduln hielten somit Einzug in
das Gebiet der kommutativen Algebra. Insbesondere die schon erwidhnten Endlichkeitsbedingun-
gen liefsen sich auf diese Art und Weise untersuchen, wie folgender Satz zeigt. Fiir die Notation

der holonomen D-Moduln sei auf Abschnitt [6.1] verwiesen.

Satz 1.11 (Satz[6.3.1). Seik ein Korper der Charakteristik Null, R = k[[X1,....X,]] ein Potenz-
rethenring iber k in n Variablen und sei M ein D(R;k)-Modul. Dann gilt:

(i) Ist M endlich erzeugt, so ist die Menge Ass M, also die Menge der assoziierten Primideale
von M, endlich.

(ii) Falls M holonom ist, so sind alle Bass-Zahlen von M endlich.

In weiteren Untersuchungen hat sich gezeigt, dass sich F-Moduln und D-Moduln auch dazu eig-
nen, algorithmische Fragen iiber die lokalen Kohomologiemoduln zu beantworten. Im Allgemeinen
ist es sehr schwierig diese Moduln zu berechnen und somit ist es auch ein sehr schwieriges Pro-
blem zu entscheiden ob, Hi(M) = 0 gilt, fiir einen gegebenen lokalen Kohomologiemodul. Im Fall
eines Polynomringes ist die Situation ein wenig besser und die einzig dort bekannten Algorithmen
basieren in Charakteristik Null auf D-Moduln (siche [Wal99]) und in positiver Charakteristik auf
dem Frobeniushomomorphismus (siehe Satz .

Wie wir sehen, gelten also in Charakteristik Null fiir einen Potenzreihenring R = k[[X7, ..., X,]]
iiber einem Korper k und einen holonomen D-Modul M ganz analoge Bedingungen wie fiir einen
F-endlichen Modul in positiver Charakteristik. Genauere Betrachtungen zeigen, dass auch in posi-

tiver Charakteristik Ringe von Differentialen und somit auch D-Moduln definiert werden kdnnen.
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Dabei wird sich herausstellen, dass sich der Ring D(R;k) fiir einen perfekten Korper k positiver
Charakteristik und eine k-Algebra, die endlich erzeugt iiber RP ist, wie folgt beschreiben lasst.

D(R;k) = || Endp» (R).
neN
Die RP"-linearen Endomorphismen von R lassen sich also auch als Endomorphismen des R-
Rechtsmoduls R¥" auffassen und wir erhalten somit den folgenden Zusammenhang zwischen F-

und D-Moduln in positiver Charakteristik (die Details dieser Konstruktion finden sich ausfiihrlich
in Kapitel .

Satz 1.12 (Satz([7.2.5). Sei (M, 0) ein F-Modul. Dann induziert die F-Modul-Struktur, die durch
0 gegeben ist, eine natirliche D-Modul-Struktur auf M.

Insbesondere ist es uns damit in der vorliegenden Arbeit gelungen das Ergebnis von Hellus aus
[Hel07h] iiber die D-Modul-Struktur der Matlis-Duale D(H%(R)) im Fall eines Potenzreihenrin-
ges R iber einem Koérper der Charakteristik Null auch auf den Fall positiver Charaktersitik zu

verallgemeinern.

Korollar 1.13 (Satz [7.3.1). Sei k ein perfekter Korper und sei R = [[X1,...,X,]] der Potenz-
rethenring iber k in n Unbestimmten. Sei auferdem I C R ein Ideal von R. Dann sind die
Matlis-Duale D(HE(R)) auf natiirliche Weise (Links-)D-Moduln.

Aufbau der Arbeit

Im Anschluss an die Einleitung werden wir in Kapitel 2] mit einer Einfithrung in die lokale Koho-
mologietheorie beginnen. Wir werden dabei verschiedene Moglichkeiten der Definition der lokalen
Kohomologiemoduln kennenlernen und erste Anwendungen diskutieren. Hauptreferenz fiir diesen
Abschnitt ist das schéne Buch “Twenty-Four Hours of Local Cohomology” von Iyengar et al. [ea(7].
Auferdem werden wir die Theorie der injektiven Moduln und der Matlis-Dualitéit behandeln. Da-
bei diente uns, auffer dem schon erwdhnten Buch, das unverdffentlichte Vorlesungsskript iiber
Castelnuovo-Mumford-Reguléritit von Herrn Prof. Dr. Stiickrad [St8] als Grundlage.

Gegenstand von Kapitel [3| wird die Theorie der F-Moduln sein. Dabei werden wir uns eng an
der Arbeit von Lyubeznik [Lyu97] orientieren, in welcher die F-Moduln erstmals erwahnt wurden.
Insbesondere wird der Begriff der F-endlichen Moduln entwickelt und ihre Eigenschaften werden
untersucht. Fiir die von uns verwendete Terminologie der Quasi-F-Moduln orientieren wir uns an

der Notation eines R[F]-Moduls, wie sie von Blickle in seiner Dissertation [BLiO1] verwendet wurde.

Im dann folgenden Kapitel 4] werden wir uns das Hauptergebnis dieser Arbeit, also die F-Modul-
struktur der Matlis-Duale D(H?:(R)), erarbeiten. Wir werden dabei mit Hilfe eines Struktursatzes
von Cohen iiber komplette regulire lokale Ringe und einem Satz von Kunz iiber die Charakteri-
serung regulérer lokaler Ringe die Freiheit von R¥ iiber R zeigen. Daraus konnen wir dann unser
Hauptresultat ableiten. Fiir nétige Grundlagen aus der kommutativen Algebra, speziell iiber Kom-

plettierungen, orientieren wir uns an dem Vorlesungsskript von Herrn Dr. Hellus [Hel09a].
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Kapitel [5| beschiftigt sich speziell mit den assoziierten Primidealen der Moduln D(H}(R)), den
sogenannten koassoziierten Primidealen der lokalen Kohomologie. Insbesondere zeigt sich, dass die
Menge Ass D(H!(R)) im Allgemeinen unendlich ist und die Matlis-Duale somit nicht F-endlich
sind. Im Anschluss werden wir kurz darlegen, wie Hellus und Stiickrad dieses Ergebnis nutzen
konnten, um in [HS09] ein Beispiel von Hartshorne ([Har70, §3]) zu verallgemeinern. Den Ab-
schluss bildet eine Vermutung iiber die allgemeine Struktur der Menge Ass D(H(R)), die von
Hellus in [Hel05b] formuliert wurde.

Unser Interesse an der F-Modul-Struktur der Matlis-Duale wurde motiviert durch die Feststellung,
dass die Moduln D(H%(R)) in Charakteristik Null eine kanonische D-Modul-Struktur tragen. Dies
wurde von Hellus in seiner Habilitationsschrift [Hel07b| gezeigt und soll an dieser Stelle, also in
Kapitel [6] als Analogon unserer Ergebnisse in positiver Charakteristik prisentiert werden. Insbe-
sondere zeigt sich dort, dass die Matlis-Duale im Allgemeinen keine holonomen D-Moduln sind.

In Charakteristik p > 0 lassen sich auch Ringe von Differentialoperatoren und damit D-Moduln
definieren. Dies ist der Inhalt von Kapitel [7] und wir folgen bei unserer Darstellung hauptséchlich
Blickle in [Bli03] und [BIi01]. Es wird sich herausstellen, dass eine F-Modul-Struktur auf natiirliche
Weise auch eine D-Modul-Struktur liefert. Dies zeigt, in Kombination mit unserem Hauptresultat
aus Kapitel 4} dass die Moduln D(H{(R)) auch in positiver Charakteristik D-Moduln sind, was
das Ergebnis von Hellus aus Kapitel [f] verallgemeinert.

Zum Ende dieser Arbeit liefert Kapitel [§|noch einen kurzen Ausblick iiber offen gebliebene Fragen

und mogliche weitere Forschungsansitze zu der bearbeiteten Thematik.

Notationen und Vereinbarungen

e In dieser Arbeit bezeichnet R durchgehend einen nichtrivialen kommutativen noetherschen
Ring mit 1 und I C R ein Ideal von R. Einen R-Modul bezeichnen wir gewthnlich mit M.
Besitzt der Ring R weitere Attribute, ist er beispielsweise zusétzlich reguldr, so wird dies

gekennzeichnet.

e Die Notation (R, m,k) wird verwendet, um einen lokalen Ring R mit maximalem Ideal m
und zugehorigem Residuenkorper k := R/m zu notieren. Auch auferhalb dieser Terminologie

bezeichnet k immer einen Korper.

e Wenn wir von einem Ring R positiver Charakteristik sprechen, so meinen wir damit immer
char R = p > 0 mit einer Primzahl p € N. Wir befassen uns also ausschliefllich mit dem
gleichcharakteristischen Fall (siche Definition |4.3.4]).

o Wir verwenden ferner die folgenden Bezeichnungen fiir aufretende Kategorien:

o R-mod bezeichnet die Kategorie der R-Moduln.

o F-mod bezeichnet die Kategorie der F-Moduln und mit Fpinse bezeichnen wir die
Unterkategorie der F-endlichen Moduln (siehe Kapitel .
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o QF-mod bezeichnet die Kategorie der Quasi-F-Moduln und mit QF ¢, finite bezeichnen
wir die Unterkategorie der artinschen Quasi-F-Moduln (siehe Kapitel .

o D-mod bezeichnet die Kategorie der D-Moduln, also die Kategorie der Linksmoduln
iiber dem Ring der Differentiale D(R;k) fiir einen Korper k und eine kommutative
k-Algebra R (siehe Kapitel [6).

e Wir verwenden das Symbol Z um den Ring der ganzen Zahlen und N (respektive N ) um

die Menge der nicht-negativen (respektive positiven) ganzen Zahlen zu bezeichnen.
e Wir notieren Komplexe K*® von R-Moduln kohomologisch, d.h. sie haben stets die Gestalt

it 0%

K? K+t — .

[N Kifl

e Es wurde in vielen Fillen darauf verzichtet Beweise wiederzugeben, insbesondere falls diese
fiir das Verstandnis der Arbeit nicht nétig sind. Die fehlenden Inhalte koénnen in den Lite-
raturhinweisen nachgeschlagen werden, welche jeweils in eckigen Klammern ’[...]" angegeben

sind.



Kapitel 2

Lokale Kohomologie und
Matlis-Dualitat

Die lokalen Kohomologiemoduln wurden zuerst von Grothendieck Anfang der 60er Jahre zur Un-
tersuchung von Garben auf projektiven Varietdten eingefiihrt. Dabei wurden zuerst geometrisch
lokale Kohomologie-Gruppen einer Garbe F auf einem topologischen Raum X, beziiglich einer lokal
abgeschlossenen Teilmenge Y, als die rechtsabgeleiteten Funktoren des globalen Schnitt-Funktors
I'y (F), mit Support in Y, eingefiihrt. Einzelheiten zu dieser geometrischen Motivation und Defi-
nition finden sich in [Gro67]. Algebraisch spezialisiert sich diese Definition zu rechtsabgeleiteten
Funktoren des Torsions-Funktors I'7 (M) eines Moduls M beziiglich eines Ideals 1.

2.1 Lokale Kohomologie

Wir beginnen jetzt mit der Einfiihrung der lokalen Kohomologie-Funktoren. Dabei wird sich her-
ausstellen, dass es verschiedene Moglichkeiten gibt, diese Funktoren zu definieren. Wir beginnen
mit der Definition der lokalen Kohomologie als abgeleiteter Funktor und werden danach noch wei-

tere Moglichkeiten der Definition kennenlernen, welche aber alle dasselbe Ergebnis liefern.
Sei im Folgenden R ein noetherscher kommutativer Ring und I C R ein Ideal.

2.1.1 H} als Rechtsableitung des Torsions-Funktors 7

Wir beginnen jetzt mit der Einfiihrung der lokalen Kohomologie-Funktoren als die rechtabgeleite-

ten Funktoren des linksexakten kovarianten Torsions-Funktors I7.
Definition 2.1.1. Fir einen R-Modul M, setzen wir
I'tf(M)={me M|I'm=0 fir eint € N}.

Wir untersuchen nun einige Eigenschaften von I';. Insbesondere werden wir sehen, dass die Zu-

ordnung
M — I't1(M)

einen kovarianten und linksexakten Funktor in der Kategorie der R-Moduln induziert.

14
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Satz 2.1.2. Fiir einen R-Modul M gilt:
(i) I't1(M) ist ein Untermodul von M.
(11) Iy ist ein kovarianter, linksezakter Funktor in der Kategorie der R-Moduln.

Beweis. Die Untermoduleigenschaft ist offensichtich und (ii) folgt z.B. aus [BH98| Lemma 1.1.6].
O

Wir bezeichnen I'7 auch als Torsions-Funktor beziiglich des Ideals I oder auch als I-Torsions-
Funktor. Falls fiir einen R-Modul M I't(M) = M gilt, so nennen wir M auch I-Torsionsmodul.
Die Linksexaktheit des Torsions-Funktors motiviert nun die Untersuchung seiner rechtsabgeleiteten

Funktoren R'I;. Diese werden wir nun kennenlernen.

Definition 2.1.3 (injektiver Modul). Ein R-Modul E heif$t injektiv, falls der Funktor
Hompg(—, E) exakt ist.

Definition 2.1.4 (injektive Auflésung). Fine injektive Auflésung eines R-Moduls M ist ein
Komplex E*® von injektiven R-Moduln

0—F"—FE'—FE> - FE— ...,

zusammen mit einem R-Modulhomomorphismus v : M — E°, so dass der Komplex
0—M-“E° —F' —E> S FE — .

exakt ist.

Definition 2.1.5 (abgeleiteter Funktor). Sei I' ein linksexakter additiver kovarianter Funktor in
der Kategorie der R-Moduln und sei M ein R-Modul. Sei auflerdem E° eine injektive Auflésung
von M, dann setzen wir:

R'F(M)= HYF(E®))  firi>O0.

Dabei sind die Moduln R'F(M) bis auf kanonische Isomorphie unabhdingig von der gewdhlten in-
jektiven Auflésung, da injektive Auflosungen eindeutig sind bis auf Homotopie (siehe z.B. [eal)7,
3.18]) und additive Funktoren solche erhalten. Wir nennen den Funktor R'F den i-ten rechts-

abgeleiteten Funktor von F.

Bemerkung 2.1.6 (siche 3.21 in [ea07]). Sei F' ein linksezakter kovarianter additiver Funktor.
Dann gilt:

(i) Ein gegebener Modulhomomorphismus f : M — N induziert eine Familie {R"F(f)};>o von
Homomorphismen R'F(f) : R'F(M) — R'F(N).

(i) Da F links-ezakt ist gilt: R°F = F.
(i4i) Fir jede kurze exakte Folge von R-Moduln
0— M — M — M'"—0,
gibt es einen Verbindungshomomorphismus 5° und eine lange exakte Folge

S RIF(M') — RF(M) — RIF(M") 25 RHEP(M') — ...
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Wir konnen in (iii) der letzten Bemerkung gut erkennen, welche Informationen die abgeleiteten
Funktoren enthalten. Starten wir mit einem links-exakten Funktor F' und einer kurzen exakten
Folge

0— M —M-—M'—0,

so ist die Folge
0— FM') — F(M) — F(M")

wieder exakt. Wir diirfen aber im Allgemeinen rechts nicht durch Null ergénzen, da ein links-
exakter Funktor im Allgemeinen keine Surjektionen erhélt. Nun konnen wir nach Bemerkung
(ii) und (iii) diese Folge aber durch die Anwendung der abgeleiteten Funktoren so ergéanzen,
dass sie exakt bleibt. Wir erhalten die Folge

0— F(M') — F(M) — F(M") R R'F(M') — R*F(M) — ...

und sehen so, dass die abgeleiteten Funktoren, insbesondere der Funktor R'F, die Information
enthélt, ob ein gegebener links-exakter Funktor F' sogar exakt ist oder nicht. Damit kdnnen wir
also schon bekannte Eigenschaften, die iiber die Exaktheit von gewissen Funktoren definiert sind,

neu formulieren.
Satz 2.1.7. Sei M R-Modul. Dann gilt:

(i) M ist genau dann injektiv, wenn Extty(—, M) = 0 fir alle i > 1 gilt, also genau dann, wenn
Exth(—, M) =0.

(i) M ist genau dann projektiv, wenn Exti,(M,—) =0 fir alle i > 1 gilt, also genau dann, wenn
Exth(M,—) =0.

(i) M ist genau dann flach, wenn Tor'y(—, M) = 0 fir alle i > 1 gilt, und das gilt also genau
dann, wenn Tors(—, M) = 0.

Beweis. [eal7, Theorem 3.26]. O

Definition 2.1.8 (lokale Kohomologie). Sei R ein Ring und I C R ein Ideal von R. Die rechts-
abgeleiteten Funktoren des Torsions-Funktors Iy, also die Funktoren R'Iy, nmennt man lokale
Kohomologie-Funktoren bzgl. I und bezeichnet Sie mit H: (i-te lokale Kohomologie bzgl I,
1>0).

Wir kommen nun zu den ersten einfachen Eigenschaften der lokalen Kohomologiemoduln.
Satz 2.1.9. Sei M ein R-Modul und I,J C R seien Ideale von R. Dann gilt:

(i) Es gilt HY(M) = I't(M), und Hj (M) ist I-Torsion fiir jedes j.

(ii) Falls T =~/J, dann ist Hy(M) = H%(M) fiir jedes i.

(iii) Sei {M\} eine Familie von R-Moduln. Dann gilt fiir jedes i:

Hi(EP My) = P Hi(M)).
X X
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(iv) Eine kurze exakte Folge von R-Moduln 0 — M’ — M — M" — 0 induziert eine lange exakte

Folge der lokalen Kohomologiemoduln

e HIY(MY) — HI(M) — Hi(M) — Hi(M") — HF (M) — ..
Beweis. [eal7, Proposition 7.3]. O

2.1.2 H; als direkter Limes von Ext-Funktoren

Wir wollen jetzt eine weitere Methode beschreiben, um die lokalen Kohomologiemoduln zu defi-
nieren bzw. zu berechnen. Es stellt sich ndmlich heraus, dass die Moduln H? als direkter Limes
von gewissen Ext-Funktoren beschrieben werden konnen. Bei den Ezt-Funktoren handelt es sich
um die abgeleiteten Funktoren des Hom-Funktors. Beginnen wir also mit der Einfiihrung dieser
Funktoren.

Definition 2.1.10 (Ezt-Funktoren). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Die rechtsabgeleite-
ten Funktoren des kovarianten Hom-Funktors Hompg(M, —), also die Funktoren R*Hompg(M, —),

nennt man Ext-Funktoren und bezeichnet Sie mit Ext'y(M,—) fir i > 0.

Alternativ zu dieser Definiton kann man auch den kontravarianten Funktor Hompg(—, N) fir
einen R-Modul N verwenden, um die Ext-Funktoren einzufiihren. Dieser Funktor ist wiederum
links-exakt, allerdings bendtigt man zur Berechnung der Rechtsableitungen dann projektive statt
injektive Auflésungen. Es stellt sich allerdings heraus, dass beide Ansétze das gleiche Ergebnis
liefern. Genauer gilt: Sei P, eine projektive Auflosung von M und E* eine injektive Auflésung von
N mit zugehoriger Projektion € : P, — M bzw. zugehoriger Injektion ¢ : N — E*, dann sind die
folgenden induzierten Komplexmorphismen, sogar Quasi-Isomorphismen. Sie induzieren also auf

Kohomologie-Niveau sogar Isomorphismen.

HomrtPed)  Homp(Pe, E*)

Homp(

Homg(P., N) HomeleB)  pom (M, E®).

Und damit also auf Kohomologie-Niveau:

Extly(M,N) = R'Homg(M, N)
= H'(Hompg(P,,N))
=~ H'(Homp(P., E*))
~ H'(Hompg(M, E®))
= R'Homp(M,N) = Ext'y(M,N)

Wir wollen jetzt einen Zusammenhang herstellen zwischen dem lokalen Kohomologie-Funktor und
gewissen FExt-Funktoren. Da der erste Funktor als Rechtsableitung des Torsions-Funktors I de-
finiert wurde und der Zweite als Rechtsableitung des Hom-Funktors definiert werden kann, be-
trachten wir zu Beginn den folgenden Zusammenhang zwischen den beiden Funktoren I; und
Hompg(R/It, —). Fiir jeden R-Modul E und fiir ¢ € N haben wir eine funktorielle Identifikation

Homp(R/I',E) = {x € E|I'z = 0} C I'}(E),
fr—fQ).
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Mit Hilfe dieser Identifikation, konnen wir das direkte System
Hompg(R/I,E) C --- C Homg(R/I',E) C Homp(R/I""'E) C ...

von Untermoduln von I'7(E) bilden. Nun ist leicht zu sehen, dass fiir den Limes dieses direkten
Systems folgendes gilt
liL>nHomR(R/It, E)=TI1(E).
t

Sei nun E* eine injektive Auflésung von M. Dann gilt wegen der Funktorialitét der obigen Kon-
struktion auch
li_n)lHomR(R/It, E®) =Tj(E®).
t

Da der Kohomologie-Funktor mit filtrierenden Kolimites kommutiert, ergibt sich aus der obigen
Identifikation nun folgender Isomorphismus und damit auch der nachfolgende Satz

lim H'(Homg(R/I', E*)) = H'(I'1(E®)) = H{(M).

Satz 2.1.11. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und M ein R-Modul. Dann gilt fir alle i > 0:

Hj(M) = lim Exty(R/I', M).
t
Beweis. Dies folgt sofort aus den oben gemachten Beobachtungen zusammen mit der Bemer-
kung, dass H'(Hompg(R/I', E*)) gerade die i-te Rechtsableitung des kovarianten Hom-Funktors
Hompg(R/I',—) angewandt auf M ist und somit gilt

H{(Homp(R/I',E®)) = ExtLy(R/I', M).

2.1.3 Koszul-Kohomologie und regulire Folgen

Wir wollen nun eine weitere Moglichkeit vorstellen, wie die lokalen Kohomologiemoduln definiert
werden konnen. Dazu werden wir gewisse Komplexe, die sogenannten Koszul-Komplexe, definieren
und werden dann sehen, dass wir die lokale Kohomologie als direkten Limes gewisser Kohomologie-
moduln solcher Komplexe beschreiben kénnen. Zu Beginn benétigen wir aber erst die Konstruktion

des Tensorproduktes zweier Komplexe.

Definition 2.1.12 (Tensorprodukt von Komplexen). Seien K*® und L®* Komplexe von R-Moduln.
Dann st ihr Tensorprodukt K® Qi L* der Komplex mit
(K*®r L*)" = @ K'®p L7,
i+j=n
und mit den R-linearen Randabbildungen, die auf den Elementartensoren k®l € K'®QgL’ definiert

sind durch

k@) =0k (k) @1+ (-1)"k®dL().

Fiir einen gegebenen Ring R und ein Element € R betrachten wir nun den einfachsten Komplex,
der diese beiden Informationen miteinander verbindet. Anschliefend wird die Konstruktion von

einem Ringelement auf endlich viele Ringelemente erweitert.
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Definition 2.1.13 (Koszul-Komplex). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und sei x € R
gegeben. Dann ist der Koszul-Komplex bzgl. x der Komplex

0— R R—0,

wobei sich R in den Graden —1 und O befindet. Wir bezeichnen ihn mit K*(x; R). Sei nun x =

T1,...,2Tq eine Folge von Elementen aus R, so bezeichnen wir den Komplex
K*(z;R) = K*(z1; R) ®r - Qr K*(x4, R)
als Koszul-Komplex bzgl. der Folge x.

Der Koszul-Komplex enthélt viele Informationen iiber das Ideal, das von den x1,...,z4 erzeugt
wird. Fiir wichtige Anwendungen benétigen wir aber noch weitere Informationen iiber den Einfluss
und das Wirken dieses Ideals auf verschiedene R-Moduln. Zu diesem Zweck fiihren wir noch Koszul-

Komplexe bzgl. eines R-Moduls M und die Koszul-Kohomologie ein.

Definition 2.1.14 (Koszul-Kohomologie). Sei © = x1,...,x4 eine Folge von Elementen aus R

und M ein R-Modul. Dann bezeichnen wir den Komplex
K*(x;M)=K*(z; R) @ M
als Koszul-Komplex von M bzgl. x. Die Koszul-Kohomologie von M bzgl. x ist
Hi(x; M) = H(K®*(x; M))  fiiri € Z.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, welche Informationen der Koszul-Komplex enthélt bzw. welche
Informationen er uns fiir ein gegebenes Ideal I = (z1,...,z4) und einen R-Modul M liefern kann.
Betrachten wir dazu das einfachste Beispiel.

Beispiel 2.1.15. Sei x ein Element von R und M ein R-Modul. Dann hat der Koszul-Komplex
von M bzgl. ©, also der Komplex K*(x; M) ,die Gestalt

0—M-"S5M-—0
und somit gilt fiir die Koszul-Kohomologie
H Y o;M)={meM|zm=0}=(0:p ) und H°(x;M)=M/xM.

Wir sehen also, dass H!(x; M) = 0 genau dann gilt, wenn z die Eigenschaft erfiillt, dass xm # 0
fiir alle Elemente m # 0 aus M gilt. Ist auferdem noch M = M so ist auch H°(x; M) = 0. Diese

Eigenschaften werden durch die folgenden Definitionen nun prizisiert.

Definition 2.1.16 (Nichtnullteiler). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Fin Element x € R heif§t
Nichtnullteiler von M, falls xm # 0 fir alle m € M\{0} gilt. Gilt zusdtzlich noch xM # M,
dann heifst das Element x reguldr auf M oder auch M-reguldr.

Bemerkung 2.1.17. Damit sehen wir also, dass in der Situation von Beispiel[2.1.15 das Element
x genau dann Nichtnullteiler ist, wenn H = '(z; M) = 0 gilt, und x ist sogar M-regulir, wenn
dariiber hinaus noch H°(x; M) # 0 gilt.
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Wir sehen also, dass sich die Koszul-Kohomologie dazu eignet, zu entscheiden, ob ein gegebenes
Ringelement Nichtnullteiler oder sogar M-regulédr ist. Wir erweitern den Begriff der Regulari-
tdt nun auf eine Folge von Ringelementen und stellen dann wieder die Frage, ob die Koszul-
Kohomologie auch geniigend Information enthélt, um eine solche regulire Folge zu charakterisie-

remn.

Definition 2.1.18 (M-regulire Folge). Fine Folge x = x1,...,zq von Elementen von R heifit
reguldre Folge bzgl. eines R-Moduls M oder auch M-reguldre Folge , falls:

(i) x1 ist M -reguldr, und
(ii) x; ist requldr auf M/(x1,...,x;—1)M fir jedesi=2,..., d.

FEine dquivalente Definition wdre es, zu fordern, dass fir 1 < i < d, das Element xz; ein Nicht-
nullteiler von M/(x1,...,2;-1)M ist und dass €M # M gilt. Verzichtet man auf die Bedingung
xM # M so erhdlt man die Definition einer quasi-reguldren Folge. Die R-reguldren Folgen

bezeichnen wir auch einfach als reguldire Folgen.

Des Weiteren definieren wir nun die Tiefe eines Ideals a C R auf einem endlich erzeugten R-Modul
M, als maximale Lange einer in a enthaltenden M-reguldren Folge. Dabei ist diese Zahl wegen
[St8, Definition 2.44] im Fall M # aM wohldefiniert. Im Fall M = aM sei diese als oo festgelegt.

Definition 2.1.19 (a-Tiefe). Sei a C R ein Ideal und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
heifit die mazimale Linge einer M -requldren Folge, welche in a enthalten ist, a- Tiefe von M und
wird mit depthr(a, M) bezeichnet.

Definition 2.1.20 (Tiefe eines Moduls {iber einem lokalen Ring). Ist (R,m) lokal und M ein
R-Modul, so heifit depthr(M) = depthr(m, M) auch einfach Tiefe von M.

Betrachten wir nun nochmals den Koszul-Komplex eines Moduls bzgl. zweier Ringelemente x und
y, also den Komplex K*(x,y; M).

Beispiel 2.1.21. Seien x,y FElemente des Ringes R und sei M ein R-Modul. Dann entsteht der
Komplex K*(x,y; M) durch Tensorieren der beiden Komplexe K®(x; M) und K*(y; M) und hat

somit bis auf Isomorphie die Gestalt

[ 2 (2]
0O—M —-M*— M —0.

Fir die Koszul-Kohomologie an den duferen Stellen ergibt sich somit leicht:

H™%(z,y; M) = (02 (2,9)),
H(z,y; M) = M/(z,y) M.
Und fir die Koszul-Kohomologie in der Mitte gilt

{(a,b) € M?|za+yb =0}
{(—=ym,zm) € M?|m e M}’

H Yz, y; M) =

was als Relationen-Modul von x und y modulo der trivialen Relationen interpretiert werden kann.

Ist nun x M -requldr, also insbesondere Nichtnullteiler bzgl. M so sieht man leicht, dass dann die



KAPITEL 2. LOKALE KOHOMOLOGIE UND MATLIS-DUALITAT 21

Abbildung
¢ (aM iy y) — H '(z,y; M)
c+— (ey/x, —c)

wohldefiniert ist. Auferdem sehen wir, dass M C Ker¢ gilt und fir ¢ € Ker¢ gilt (cy/x,—c) =

(—ym,xm) fir ein m € M. Also auch ¢ € M und somit Ker¢p = xM. Sei weiter (a,b) €
H=Y(x,y, M) gegeben, so gilt einerseits xa + yb = 0 und somit —b € (xM :pr y). Andererseits ist

dann ¢(—b) = (a,b), also ¢ surjektiv. Insgesamt impliziert der Homomorphiesatz
H™ N @,y M) = (aM 2y y) /M,
wenn x M -requldr ist.

Durch die Bemerkung 2.1.77 und Beispiel 2.1.21]ist es gerechtfertigt zu vermuten, dass die Koszul-
Komplexe bzw. die dazugehorige Koszul-Kohomologie in der Lage ist, regulire Folgen zu erkennen.
Dass dies tatsichlich richtig ist, zeigt der folgende Satz, der auch als “depth-sensitivity” der Koszul-
Komplexe bekannt, ist.

Satz 2.1.22. Sei M # 0 ein R-Modul, a C R ein Ideal, und sei x = x1,..., x4 eine Folge von

Elementen aus R mit a = (x1,...,2q). Dann gilt:
(i) Falls a eine quasi-regulire Folge bzgl. M der Lange t enthdlt, dann gilt:
HI=Ya; M) =0 fiirj <t.
(ii) Ist M endlich erzeugt und aM # M, dann gilt
depthg(a; M) = min{j | H~%(2; M) # 0}.
Beweis. [eal7, Theorem 6.21]. O

Wir wollen nun aber wieder zuriick zur lokalen Kohomologie kommen und eine weitere Moglichkeit
kennenlernen, diese Moduln zu definieren. Es wird sich herausstellen, dass die lokalen Kohomolo-
giemoduln als direkter Limes von Kohomologiemoduln von Komplexen, die durch dualisieren der

Koszul-Komplex entstehen, ausgedriickt werden kénnen, wie der nachfolgende Satz zeigt.

Satz 2.1.23. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und sei x = z1,...,x. ein Erzeugendensystem von
1. Dann gilt fir alle i > 0 und jeden R-Modul M :
Hj(M) = lim H' (Homp(K*(x'; R), M)).
t
Beweis. [eal7, Construction 7.10 und Theorem 7.11]. O

2.1.4 Der Cech-Komplex

Zum Abschluss der Einfithrung und Definition der lokalen Kohomologiemoduln wollen wir jetzt
noch eine letzte Moglichkeit besprechen, diese Moduln zu berechnen. Diesmal wird sich zeigen,
dass die lokale Kohomologie in Zusammenhang mit der Kohomologie sogenannter Cech-Komplexe
steht, welche wiederum in engem Zusammenhang mit Koszul-Komplexen stehen und somit ei-
ne alternative Formulierung von Satz [2.1.23] liefern. Beginnen wir also mit der Definition dieser

speziellen Komplexe.



KAPITEL 2. LOKALE KOHOMOLOGIE UND MATLIS-DUALITAT 22

Definition 2.1.24 (Cech-Komplex). Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und sei x € R
gegeben. Dann ist der Cech-Komplex bzgl. = der Komplex

0— R R, —0,

wobei ¢ die natirliche Abbildung bezeichnet, also die Abbildung, die r € R auf die Aquivalenzklasse
des Bruchesr/1 € R, abbildet. R befindet sich dabei im Grad 0 und R, im Grad 1. Wir bezeichnen
thn mit é'(x; R). Sei nun x = x1,...,x4 eine Folge von Elementen aus R, so bezeichnen wir den

Komplex

C*(z;R) = C*(x1;R) ®r - - ®r C* (24, R)
als éech—Komple:r bzgl der Folge x.
Definition 2.1.25 (Cech—Kohomologie). Sei x=x1,...,xq eine Folge von Elementen aus R und
M ein R-Modul. Dann bezeichnen wir den Komplex
C*(x; M) = C*(#;R)@p M
als Cech-Komplex von M bzgl. x. Die Cech-Kohomologie von M bzgl. x ist
Hi(x; M) = H(C*(x; M)  fiirie Z.

Damit besitzt der Cech—Komplex C'(X;M) eines R-Modules M bzgl. der Folge x = z1,...,z4

voun Elementen aus R die folgende Gestalt:

00— M — @ M, — @ Mgyo; — ... — My, oy — 0. (2.1)

1<i<d 1<i<j<d
Wie im Fall von Koszul-Komplexen ist die Cech—KOhomologie fiir kurze Folgen einfach zu berech-

nen. Betrachten wir also das folgende einfache Beispiel.
Beispiel 2.1.26. Sei x € R ein Ringelement und sei
0— R R, — 0,
der éech—Komple:n bzgl. x. Dann ist
H(x;R) ={r € R|r/1=0 in R,}
={r e R|a% =0 fir eina >0}

= U(O g %)

a>0
gerade die Vereinigung der Annullatoren von z° und es gilt H'(x; R) = R, /R.

Bemerkung 2.1.27 (siche Remark 6.31 in [ea07]). Im Gegensatz zum Koszul-Komplex K*®(x; R),
in welchem samtliche auftretende Moduln, als endliche direkte Summen von R, frei sind, besteht der
Cech-Komplex C"(a:; R) aus direkten Summen von Lokalisierungen von R. So ist C’O(w; R) =R,
wihrend C'(z; R) = Ry, © -+ ® Ry, gilt, und im Allgemeinen ist

C*xzR) = @B Reyos,

1<iy<-<ip<d

nicht endlich erzeugt iiber R, aber die Moduln sind flach, da Ra, . i, flach ist (siehe [Eis0),
Proposition 2.5].
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In Satz [2.1.23] haben wir gesehen, dass wir die lokalen Kohomologiemoduln mit Hilfe der Ko-
homologiemoduln von Komplexen der Gestalt Hompg(K*®(x'; R), M) beschreiben konnen. Diese
Komplexe entstehen also durch die Dualisierung der Koszul-Komplexe. Interessanterweise stellt

sich jetzt heraus, dass die Komplexe K*®(x!; M) zu sich selbst dual sind.

Satz 2.1.28. Sei © = x1,...,x4 eine Folge von Elementen aus R und M ein R-Modul. Dann

existiert ein kanonischer Isomorphismus
Homp(K*(x"; R), M) = K*(x'; M)[~d]
von Komplexen von R-Moduln.
Beweis. [ea07, Construction 7.12]/[Eis04, Proposition 7.15]. O

Betrachten wir nun den direkten Limes der Komplexe auf der rechten Seite noch etwas genauer,
so gilt wegen der Vertauschbarkeit von Limes und Tensorprodukt (siehe [Mat86, Theorem A.1])

lim(K* (x'; M) [~d] = (lim K*(a}; M)[~1]) @ --- @ (tim K* (s M)[~1]).

Nun wird fiir z € R, h_n}t K*(x'; M)[—1] von dem folgenden direkten System induziert

0 R 2> R 0
wt+1
0 R R 0

Dabei befindet sich R wegen der Gradverschiebung in den Graden 0 und 1. Nun wird der Limes
komponentenweise gebildet und damit ergibt sich in der ersten Spalte natiirlich einfach R und
in der zweiten Spalte entsteht das System R - R - R = .... Dessen Limes ist aber die

Lokalisierung von R an x, also R,. Damit ist der Limes des obigen Systems gerade
0—R-“>R, — 0,
und somit gilt nach Definition des Cech-Komplexes

C*(x; M) = lim(K° (x"; M))[—d].

Wir konnen Satz [2.1.23] also alternativ auch folgendermafsen formulieren und lokale Kohomologie
mit Hilfe von éech—Kohomologie beschreiben.

Satz 2.1.29. Sei R ein Ring, I C R ein Ideal und sei x = z1,...,x. ein Erzeugendensystem von
1. Dann gilt fir alle i > 0 und jeden R-Modul M:

Hi{(M) = H(C*(x; R) @ M).

Beweis. Dies folgt aus der obigen Konstruktion zusammen mit Satz[2.1.23] Ein detailierter Beweis
findet sich in [ea07, Theorem 7.13]. O
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2.2 Injektive Moduln und Matlis-Dualitat

Wir wollen uns jetzt mit der Theorie der injektiven Moduln befassen. Insbesondere fiir einen
noetherschen Ring R erhalten wir eine schéne Strukturtheorie fiir injektive R-Moduln, welche
erstmals von Matlis in [Mat58] entwickelt wurde. Der folgende Uberblick zeigt eine Zusammenfas-

sung der wichtigsten Ergebnisse, die in dieser Reihenfolge im Folgenden besprochen werden.

(i) Jeder R-Modul M besitzt eine injektive Hiille Er(M). Diese ist ein, M enthaltender, in-
jektiver Modul mit der Eigenschaft, dass jeder injektive Modul, der M enthélt, Er(M) als

direkten Summanden besitzt.

(ii) Ein injektiver Modul {iber einem noetherschen Ring besitzt eine eindeutige Darstellung als

direkte Summe von unzerlegbaren injektiven Moduln.

(iii) Ist der Ring R noethersch, so sind die unzerlegbaren injektiven R-Moduln von der Gestalt
ERr(R/p) fiir ein Primideal p von R.

(iv) (Matlis-Dualitét) Sei R ein kompletter lokaler Ring und F die injektive Hiille des Residuen-
korpers. Der Funktor D(—) = Hompg(—, E) besitzt folgende Eigenschaften:

(a) Falls M noethersch ist, so ist D(M) artinsch.
(b) Falls M artisch ist, so ist D(M) noethersch.
(c) Ist M noethersch und artinsch so gilt: D(D(M)) = M.

Zunichst beginnen wir aber mit den grundlegenden Definitionen. Es sei erwédhnt, dass die In-
halte dieses Abschnittes iiberwiegend dem Vorlesungsskript [St8] iiber “Castelnuovo-Mumford-
Regularitdt” von Herrn Prof. Stiickrad entnommen sind.

Es sei zu Beginn an Definition [2.1.3] erinnert:

Bemerkung 2.2.1. Ein R-Modul E heifit injektiv, falls der Funktor Homg(—, E) exakt ist.

2.2.1 Grundlegende Definitionen
Wir beginnen mit der folgenden allgemeinen Definition:
Definition 2.2.2. Sei C eine Kategorie.

(i) Ein Objekt E von C heifit injektiv, wenn jedes Diagramm in C der Gestalt

M I N
lg
E

mit monomorphem f (M,N Objekte, f,g Morphismen von C) durch einen Morphismus
h: N — E von C kommutativ gefillt werden kann (d.h. es gilt ho f = g).

(ii) Man sagt, C besitzt geniigend viele Injektive, wenn es fir jedes Objekt M wvon C ein
injektives Objekt E und einen Monomorphismus M — E in C gibt.
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In diesem Abschnitt werden wir ausschlieflich Modulkategorien betrachten, wobei alle Ringe stets
kommutativ sind und ein vom Nullelement verschiedenes Einselement besitzen.

Sei R ein Ring. Wenn wir es mit multiplikativ abgeschlossenen Teilmengen von R (also mit Un-
terhalbgruppen von (R,-)) zu tun haben, setzen wir stets stillschweigend voraus, dass diese 1

enthalten (also bereits Untermonoide von (R, -) sind).

Bemerkung 2.2.3. (i) Ist E injektiver R-Untermodul eines R-Moduls M, so gibt es einen R-
Untermodul N von M mit M = E+ N und ENN =0, dh. M =2 E® N. Dies ergibt sich

sofort aus dem Diagramm
E—S- M

lidE
E

(ii) Allgemeiner spaltet jeder Monomorphismus f : E — M eines injektiven R-Moduls E in einen
R-Modul M auf, d.h. es gibt einen R-Modul E' sowie R-Homomorphismen f' : E' — M,
g:M—E,q :M—E mitgf =idg, ¢gf =idg und fg+ g =idy.

Satz 2.2.4 (Baer-Kriterium). Fir einen R-Modul E sind dquivalent:
(i) E ist injektiv.
(ii) Fiir jedes Ideal I von R und jeden R-Homomorphismus ¢ : I — FE gibt es einen R-

Homomorphismus ¢ : R — E mit |1 = .

(iii) Fir jedes Ideal I von R und jeden R-Homomorphismus ¢ : I — E gibt es ein e € E mit
o(x) = ze fir alle z € I.

(iv) Fir jedes Ideal I von R induziert die Einbettung I C R einen Epimorphismus
Hompg(R,E) — Homp(I, E).

Beweis. [St8, Satz 1.3]. O

Bemerkung 2.2.5. Seik ein Kérper. Da k nur die Ideale 0 und k besitzt, ist jeder k- Vektorraum

nach dem Baer-Kriterium injektiver k-Modul.

Lemma 2.2.6. Sei (E,),c; eine Familie von R-Moduln, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

Dann gilt:

(i) Wenn E, injektiver R-Modul ist fir alle v € I, so ist ||
E, injektiver R-Modul.

1 B injektiver R-Modul. Ist R

noethersch, so ist auch [],.;

(i) Wenn [[,c; E. oder [],c; E, injektiver R-Modul ist, so ist E, injektiver R-Modul fiir alle
te 1.

Beweis. [St8, Lemma 1.5]. O

Wir erinnern daran, dass eine abelsche Gruppe G teilbar heifit, wenn fiir jedes n € Z \ {0} und
jedes g € G ein h € G existiert mit g = nh. (Offensichtlich reicht es, dies fiir alle n € N* zu
fordern.) Da die Ideale in Z die Gestalt nZ fiir n € Z haben und fiir n # 0 damit freie Z-Moduln
sind, ist jeder Homomorphismus nZ — G durch Angabe eines Elementes g € G eindeutig festgelegt
(9 = 0g, falls n = 0) und damit ergibt sich aus dem Baer-Kriterium (Satz (iii) < (i)):
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Korollar 2.2.7. FEine abelsche Gruppe ist teilbar genau dann, wenn sie ein injektiver Z-Modul
ist. O

Wir wollen nun zeigen, dass die Kategorie der R-Moduln geniigend viele Injektive besitzt (siehe
Definition [2.2.2{ii)). Es stellt sich sogar heraus, dass es einen bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmten “kleinsten” R-Modul E mit dieser Eigenschaft gibt, die sogenannte injektive Hiille
Egr(M) von M, siehe Definition unten. Dazu beweisen wir eine Reihe von Aussagen.

Lemma 2.2.8. (i) Ist Q teilbare abelsche Gruppe, so ist Q/U teilbar fir jede Untergruppe U
von Q.

(ii) Ist G eine abelsche Gruppe, so ist G @7 Q teilbar.
(i4i) Fiir jede abelsche Gruppe G gibt es eine teilbare abelsche Gruppe Q mit G C Q.

Beweis. (i) Sei n € Z\ {0} und o € Q/U. Wir schreiben a = a + U mit a € @ und wihlen
b € @Q mit a = nb. Nun setzen wir §:= b+ U. Dann gilt n8 = (nb) + U = «.

(ii) Sein € Z\ {0} und und £ € G ®z Q. Wir schreiben £ = " | ¢; ® ¢; mit g1,...,9m € A,
Q- qm € Q und setzen n := Y7, g; ® (%qi) Dann gilt nnp = >\ n (gi ® (%ql)) =
Yt 9i® (ntq) =&

(iii) Sei F eine freie abelsche Gruppe, so dass G = F/U mit einer Untergruppe U von F. Da
somit (F ist frei) FF =2 F ®; Z C F ®z Q gilt, also 0.B.d.A. FF C Q := F ®z Q, haben wir
G =F/U C Q/U. Nach (ii) und (i) ist Q/U aber teilbar.

O

Korollar 2.2.9. Die Kategorie der abelschen Gruppen besitzt geniigend viele Injektive. O

Lemma 2.2.10. Sei E ein injektiver R-Modul. Ist A ein weiterer Ring und ist f : R — A
ein Ringhomomorphismus, so ist Homp(A, E) ein injektiver A-Modul. Ist insbesondere A eine
R-Algebra, so ist Homp(A, E) ein injektiver A-Modul.

Beweis. Fiir jeden A-Modul N gibt es einen natiirlichen A-Isomorphismus
fn : Homa(N,Homg(A,E)) — Homp(N ®4 A, E) = Hompg(N,E), wobei wir A und damit
jeden A-Modul vermoge f als R-Modul auffassen (man beachte zudem, dass N®4 A = N). Damit

haben wir fiir jedes Ideal I von A ein kommutatives Diagramm

Homa(A,Hompr(A, E)) LN Hompg(A,E)

Js [
Homa(J, Homg(A, E)) S CAEN Homp(J,E)

wobei die vertikalen Homomorphismen g und A durch I C A induziert sind. Da F injektiver R-
Modul ist, ist h surjektiv nach Satz Damit ist aber auch ¢ surjektiv und die Behauptung
folgt wiederum aus Satz O

Korollar 2.2.11. Die Kategorie der R-Moduln besitzt geniigend viele Injektive.
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Beweis. Sei M ein R-Modul. Indem man R als Z-Algebra und M als Z-Modul (also abelsche Grup-
pe) auffasst, erkennt man, dass die Einbettung Hompg(R, M) C Homyz(R, M) zusammen mit dem
natiirlichen Isomorphismus M = Hompg(R, M) einen R-Monomorphismus M — Homgz(R, M)
liefert. Die Einbettung M C @ induziert eine weitere injektive Abbildung ¢ : Homgz(R, M) —
Homyz(R,Q) . Nach Lemma ist Homz(R, Q) ein injektiver R-Modul. Auerdem sieht man
sofort, dass ¢ ein R-Homomorphismus ist. 1¢ ist also Monomorphismus von M in den injek-
tiven R-Modul Homgz(R, Q). Identifizieren wir die Elemente von M mit ihren Bildelementen in
Homy(R, @), so erhalten wir einen injektiven R-Modul E mit M C E. O

2.2.2 Injektive Hiillen

Definition 2.2.12. Seien M, N R-Moduln, M C N. N heifst wesentliche Erweiterung von
M, wenn fiir jeden R-Untermodul U von N mit U # 0 gilt U N M # 0.

Lemma 2.2.13. Seien M, N, P R-Moduln mit M C N C P. Dann gilt:

(i) N ist wesentliche Erweiterung von M genau dann, wenn es fir jedesn € N\{Oy} einrT € R
gibt, so dass rn € M\ {0y }.

(ii) P ist wesentliche Erweiterung von M genau dann, wenn P wesentliche Erweiterung von N

und N wesentliche Erweiterung von M ist.
(iii) Ist N wesentliche Erweiterung von M und ist R noethersch, so gilt SupprM = SupprN .
Beweis. [St8, Lemma 1.12]. O

Lemma 2.2.14. Seien M, N R-Moduln mit M C N. Dann gibt es einen Untermodul E von N,

der maximale wesentliche Erweiterung von M in N ist. Ist N injektiv, so auch E.
Beweis. [St8, Lemma 1.13]. O

Sei M ein R-Modul. Nach Folgerung [2.2.11] gibt es einen injektiven R-Modul N mit M C N.
Nach Lemma besitzt M eine maximale wesentliche Erweiterung E in IV, die ebenfalls nach

Lemma [2.:2.14] injektiv, also eine injektive wesentliche Erweiterung von M ist. Damit haben wir:

Lemma 2.2.15. Seien My, My R-Moduln und sei ¢ : M1 — My ein R-Homomorphismus. Weiter
seien E1 und Ey R-Moduln mit My C Fy und My C Es. Wenn Es injektiv ist, so gibt es einen
R-Homomorphismus f : Ey — Ea mit fla, = ¢, d-h. f(m) = @(m) fir alle m € My, und es gilt:

(i) Ist By wesentliche Erweiterung von My und ist o Monomorphismus, so ist auch f Mono-

morphismus.

(i1) Sind Ey und Es wesentliche injektive Erweiterungen von My und My und ist p Isomorphis-

mus, so ist auch f Isomorphismus.

(i4i) Injektive wesentliche Erweiterungen eines R-Moduls M sind bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt und jeder derartige Isomorphismus ist Erweiterung des identischen Homomorphis-

mus von M.

Beweis. [St8, Lemma 1.14]. O



KAPITEL 2. LOKALE KOHOMOLOGIE UND MATLIS-DUALITAT 28

Definition 2.2.16 (injektive Hiille). Sei M ein R-Modul. Die bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmte injektive wesentliche Erweiterung von M heiffit ingektive Htille von M, Bezeichnung
Eg(M) oder kurz E(M).

Beispiel 2.2.17. Sei R ein Integritdtsring und Q sein Quotientenkorper. Ist ¢ € Q, q # 0, und
schreiben wir ¢ = T mit r,s € R\ {0}, so gilt 0 # r = sq € R und damit ist Q eine wesentliche
Erweiterung von R.

Sei I ein Ideal von R und f € Homg(I,Q). Wenn I # 0, so wihle x € I mit x # 0. Wir setzen
q:=x"1f(x) € Q. Fiiry € I gilt dann f(y) = f(yx~'x) = yq und damit ist Q injektiver R-Modul
(siehe Satz , also injektive Hiille von R.

Sei nun M ein R-Modul. Dann kdénnen wir mit Lemma [2.2.15(iii) bzw. (ii) iterativ eine bis auf
(Komplex-)Isomorphie eindeutig bestimmte exakte Folge

0 M EOM) — BN M) —S

c

konstruieren, wobei E°(M) := Er(M) und E*(M) := Egr(coker*~1), i = 1,2,.... Damit haben

wir:

Definition 2.2.18 (minimale injektive Auflésung). Sei M ein R-Modul. Der aus der soeben
beschriebenen exakten Folge entstehende und bis auf (Komplex-)Isomorphie eindeutig durch M

bestimmte Komplex
0 —— EOM) —“— B'(M) —S s .
heift minimale injektive Auflésung von M und wird mit EY,(M) oder E* (M) bezeichnet.

Mit diesen Bezeichnungen haben wir nun:
Lemma 2.2.19. Sei R noethersch und M ein R-Modul.
(i) Es gilt SupprEr(M) = SupprM.

(ii) Ist 0 — E°(M) — EY(M) — ... minimale injektive Auflisung von M, so gilt
SupprE (M) C SupprM fiir alle i € N.

Beweis. (i) ergibt sich sofort aus Lemma [2.2.13[(iii) und (ii) folgt mittels Induktion nach 1. O

Lemma 2.2.20. Sei R noethersch und seien E, M R-Moduln, E injektiv. Weiter sei S multipli-
kativ abgeschlossen in R. Dann gilt:

(i) STLE ist injektiver S~ R-Modul.
(ii) S~'ERp(M) = Eg1 (S~ M).
Beweis. [St8, Lemma 1.19]. O

Lemma 2.2.21. Seien A, M, N R-Moduln, wobei N wesentliche Erweiterung von M ist. Wir
fassen Homp(A, M) als R-Untermodul von Homg(A, N) auf. Dann gilt:

(i) Ist A endlich erzeugt, so ist Homp(A, N) wesentliche Erweiterung von Hompg(A, M).
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(ii) Ist A eine endliche R-Algebra, so gilt Ea(Hompgr(A,M)) = Homg(A, Er(M)) (bis auf A-

Isomorphie).
Beweis. [St8, Lemma 1.20]. O

Wir erinnern daran, dass ein R-Modul M zerlegbar (manchmal auch direkt zerlegbar) heifit,
wenn M = P& @ mit R-Moduln P # 0 und @ # 0. Offenbar ist dies dquivalent zur Existenz von
Untermoduln U # 0,V £ 0 von M mit UNV =0 und U + V = M. Weiter heifst ein Untermodul
U von M irreduzibel, wenn aus U = V N'W mit Untermoduln V und W von M folgt, dass
U =V oder U = W. Ist z. B. der Nulluntermodul von M irreduzibel, so ist M unzerlegbar.
Primideale von R sind irreduzibel. Jedoch gibt es irreduzible Ideale, die keine Primideale sind. Ist

p irreduzibles Ideal von R und ist R/p noethersch, so ist p ein Primérideal von R.
Lemma 2.2.22. Sei E # 0 ein injektiver R-Modul.
(i) E ist unzerlegbar genau dann, wenn E = Er(R/p) mit einem irreduziblen Ideal p von E.

(ii) Ist R noethersch, so ist E unzerlegbar genau dann, wenn E = Eg(R/p) mit einem Primideal

p von E.

Beweis. [St8, Lemma 1.21]. O
Eine wichtige Konsequenz hieraus ist:

Korollar 2.2.23. Seip € Spec R und sei S Untermonoid von (R\ p,-). Dann ist der kanonische
Homomorphismus Eg(R/p) — S™*Er(R/p) ein Isomorphismus. Insbesondere ist der kanonische
Homomorphismus Er(R/p) — Er(R/p), ein Isomorphismus. Er(R/p) ist damit in natirlicher
Weise ein R,-Modul und es gilt sogar Er(R/p) = Er, (Ry/pRp).

Beweis. [St8, Folgerung 1.22]. O

2.2.3 Injektive Moduln iiber noetherschen Ringen

In Lemmal2.2.6{i) haben wir gesehen, dass beliebige Koprodukte injektiver Moduln wieder injektiv
sind, wenn R noethersch ist. Fiir nicht noethersches R ist das im Allgemeinen falsch. Es gilt

namlich:

Satz 2.2.24. (H. Bass) Ein Ring R ist noethersch genau dann, wenn beliebige Koprodukte injek-

tiver R-Moduln wieder injektiv sind.
Beweis. [St8, Satz 1.23]. O

Wie bereits erwihnt, hat man {iber noetherschen Ringen eine recht gute, auf Matlis zuriickgehen-

de, Strukturtheorie fiir injektive Moduln (siehe [Mat58]). Diese soll jetzt kurz dargelegt werden.

Die Vorgehensweise im Beweis von Lemma [2.2.22{ii) (siehe [St8, 1.22]) lasst sich wie folgt verall-
gemeinern: Sei E # 0 ein injektiver R-Modul und sei p € AssgE (# 0, da R noethersch). Dann
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass Er(R/p) Untermodul von E ist und somit gibt es einen injek-
tiven Untermodul F von F mit E = Er(R/p)+ F und Er(R/p)NF =0,dh. EX Er(R/p)®F,
vgl. Bemerkung Damit haben wir:
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Satz 2.2.25. Jeder injektive Modul iber einem noetherschen Ring R ist isomorph zu einem Ko-

produkt unzerlegbarer injektiver R-Moduln.

Beweis. |[St8, Satz 1.24]. O

Korollar 2.2.26. Sei R noethersch und E ein injektiver R-Modul. E besitzt eine Zerlegung in ein
Koprodukt injektiver R-Moduln der Gestalt Er(R/p), p € Spec R.

Beweis. Nach Satz [2.2.25]ist £ Koprodukt unzerlegbarer injektiver R-Moduln und nach Lemma
2.2.22(ii) haben derartige Moduln die Gestalt Er(R/p) mit p € Spec R. O

Sei R noethersch und M ein R-Modul. Er(M) besitzt nach Folgerung eine Zerlegung in
ein Koprodukt injektiver R-Moduln der Gestalt Er(R/p), p € Spec R. Wir zeigen nun, dass fiir
p € Spec R die Kardinalitédt, mit welcher Er(R/p) in einer derartigen Zerlegung von Er(M) als
Kofaktor auftritt, nur von M abhéngt, also unabhingig ist von der gewihlten Zerlegung. Damit

ist diese Zerlegung eindeutig. Hierzu benotigen wir folgende Voriiberlegungen:

Lemma 2.2.27. Sei R ein noetherscher Ring und sei M ein R-Modul. Die FEinbettung M C
Er(M) induziert fir alle p € Spec R einen Isomorphismus

Hompg, (Ry/pRy, My) = Homp, (Ry /PRy, Er(M)y).
Damit gilt insbesondere AssgEr(M) = AsspM.

Beweis. Da nach Lemma [2.2.20(ii) gilt Er(M), = Eg, (M,), diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
R lokaler Ring mit maximalem Ideal p ist. Sei k := R/p. Die Einbettung M C Er(M) induziert
eine Einbettung Hompg(k, M) C Hompg(k, Er(M)). Nach Lemma [2.2.21ii) gilt nun

HomR(k, ER(M)) = Ek(HomR(k, M)) = HomR(k, M),
denn jeder Vektorraum iiber einem Korper k ist ein injektiver k-Modul. Der Rest ist klar, da damit
gilt AsspM = {p € SpecR | Hompg, (k(p), My) # 0} = {p € Spec R | Homp, (k(p), Er(M),)
£ 0} = AsspEnr(p). O
Satz 2.2.28. Sei R ein noetherscher Ring und sei M ein R-Modul. Wir zerlegen Er(M) gemdaf

Satz in ein Koprodukt unzerlegbarer injektiver R-Moduln. Fir p € Spec R bezeichnen wir
mit Ap(M) die Kardinalzahl, mit welcher Er(R/p) in dieser Zerlegung vorkommt. Dann gilt mit

k(p) :== Ry /pRy:

Ay (M) = dimypyHomg, (k(p), M)
Beweis. Nach Lemma diirfen wir annehmen, dass M = Er(M), d.h. dass M injektiver
R-Modul ist. Sei M =[] Er(R/q)™) und sei p € Spec R. Dann gilt mit Lemma

qeSpec R
HOme (k(p)aMP) = H HOme (k(p)’ER(R/q)p)(Aq)
qeSpec R
o H Hompg, (k(p), (R/q)p) )
qeSpec R
= Homn, (k(p), k(p))™)
= k(p) ™),

denn fiir q € SpecR gilt (R/q), = 0, falls g € p und falls q C p, Homp, (k(p), (R/q),) =
Homp, (k(p), Ry /aRy) = (4 :r p)/a), = 0. .
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Fassen wir Korollar [2.2.26| und Satz [2.2.28| nochmal zusammen, so erhalten wir:

Korollar 2.2.29. Sei R ein noetherscher Ring und E ein injektiver R-Modul. Dann existiert eine

direkte Summenzerlegung

E= @ Er(R/p)",

peSpec R

und die Zahlen p, sind unabhdngig von der Zerlegung. O

Wir kommen jetzt zur Definition der Bass-Zahlen eines R-Moduls M. Es sei daran erinnert (siehe
Einleitung), dass es eine wichtige Frage ist fiir einen gegebenen R-Modul zu entscheiden, ob seine
Bass-Zahlen endlich sind.

Definition 2.2.30 (Bass-Zahl). Sei M ein R-Modul und E® seine minimale injektive Auflésung.
Fir jedes i liefert dann Satz[2.2.29 eine Zerlegung

B @ (R
peSpec R

Die Zahl p;(p, M) heif$t dabei i-te Bass-Zahl von M bzgl. p. Der folgende Satz zeigt, dass diese
Zahl wohldefiniert ist und verallgemeinert Satz|2.2.28

Satz 2.2.31. Sei R ein noetherscher Ring und M ein R-Modul. Sei auferdem p ein Primideal,
und setze k(p) = R, /pRy. Dann gilt:

pi(p, M) = dimyy ) Extly (k(p), My).

Beweis. [eal7, Theorem A.24]. O

2.2.4 Matlis-Dualitit

Wir werden jetzt die Matlis-Dualitat vorstellen. Sei dazu (R, m, k) ein lokaler Ring. Wir definieren

nun das Folgende:

Definition 2.2.32 (Matlis-Dual). Sei E := Egr(R/m) die injektive Hille des Residuenkdrpers von
R und M ein R-Modul. Wir setzen

Dgr(M) := Homg(M, E)

und nennen diesen R-Modul das Matlis-Dual von M. Ist der zugrundeliegende Ring klar, so
schreiben wir oft einfach nur D(M).

Die Zuordnung M — D(M) liefert uns nun sogar einen exakten Funktor in der Kategorie R-mod

wie das kommende Lemma zeigt.

Lemma 2.2.33. Fir einen lokalen Ring R ist Dgr ein exakter additiver kontravarianter Funktor,
der endliche Limites und beliebige Kolimites respektiert. Dr o Dy ist ein Erweiterungsfunktor des
identischen Funktors in der Kategorie der R-Moduln, d.h. es gibt einen (funktoriellen) Monomor-

phismus id — Dg o Dg.

Beweis. [St8, Lemma 2.93] O
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Das Dualitétstheorem von Matlis, welches in [Mat58| erstmals bewiesen wurde, liefert nun die
Aussage, dass der Matlis-Funktor Dy im Falle eines kompletten lokalen Ringes sogar ein Dualitéts-
funktor zwischen der Kategorie der endlich erzeugten R-Moduln und der Kategorie der artinschen
R-Moduln ist. Die nétige Definition eines kompletten Ringes findet sich in Abschnitt [£.2]

Theorem 2.2.34 (Matlis-Dualitét). Sei (R,m,k) ein kompletter lokaler Ring und M ein R-
Modul. Dann gilt:

(i) Falls M noethersch (bzw. artinsch) ist, dann ist Dr(M) artinsch (bzw. noethersch).

(ii) Falls M artinsch oder noethersch ist, dann ist die Abbildung M — Dgr(Dgr(M)) ein Isomor-

phismus.

Beweis. [eal7, Theorem A.35]. O

2.3 Injektive Auflosungen von Gorenstein-Ringen

Die Notation eines Gorenstein-Ringes wurde von H.Bass in den 60er Jahren eingefiihrt. Diese
Klasse von kommutativen Ringen erfiillt besondere Dualitétseigenschaften, wie wir im kommen-
den Abschnitt iiber lokale Dualitét sehen werden. An dieser Stelle wollen wir kurz eine mogliche
Charakterisierung dieser speziellen Ringe vorstellen, die sich in Kapitel [4] als niitzlich erweisen

wird. Beginnen wir mit der Definition dieser Ringe:

Definition 2.3.1 (Gorenstein-Ring). Sei R ein noetherscher Ring. Dann heifit der Ring R

Gorenstein-Ring, falls R endliche injektive Dimension besitzt, d.h. wenn gilt:
inj dimg R < oo.

Dabei bezeichne die injektve Dimension eines R-Moduls M, inj dimpg M, die minimale Linge einer
injektiven Auflésung von M (siehe Definition . Existiert keine endliche injektive Auflosung

von M, so sei inj dimpr M = oco.

Bemerkung 2.3.2 (siche Lemma |4.6.1). Wir werden spdter sehen, dass zum Beispiel jeder regu-

lare lokale Ring R auch ein Gorenstein-Ring ist.
Betrachten wir die Struktur von injektiven Auflésungen eines Gorenstein-Ringes etwas genauer.

Satz 2.3.3. Sei R ein noetherscher Ring und p C R ein Primideal. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent:

(i) R, ist Gorenstein;

(ii) p'(p, R) =0 fiir alle i > height p;
(iii) piy(p, R) = 0 fiir ein i > height p;

. ) 0 fiiri < heightp,
(ZU) H]R(pa R) = . .
1 fiir i = heightp.

Beweis. [eal7, Theorem 11.24]. O
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Bemerkung 2.3.4 (Remark 11.25 in [ea07]). Sei I*® eine minimale injektive Auflésung des
Gorenstein-Ringes R. Dann ist fir jedes Primideal p von R auch der Ring R, Gorenstein und
I3 ist eine injektive Auflisung von Ry, (siehe [ea(7, 11.1]/[ea07, A.22]). Dann impliziert der letzte
Satz:

= @ Egr(R/p).
height p=1
Das folgende Resultat liefert uns nun die eben angesprochene mogliche Charakterisierung der
Gorenstein-Ringe. Auflerdem erhalten wir einen Zusammenhang zwischen einem bestimmten lo-
kalen Kohomologiemodul und der injektiven Hiille des Residuenkérpers eines lokalen Ringes (R, m).
Dies bildet einerseits den Zugang zur lokalen Dualitéit im kommenden Abschnitt, andererseits kon-

nen wir diese Aussage spiter verwenden, um FEr(R/m) mit einer F-Modul-Struktur zu versehen
(sieche Abschnitt [4.6).

Satz 2.3.5. Sei (R,mk) ein lokaler Ring der Dimension d. Dann ist R genau dann Gorenstein,
wenn gilt:

0 fiir i # d,

Er(k) firi=d.

Beweis. [eal7, Theorem 11.26]. O

2.4 Lokale Dualitat

Wir haben in Kapitel gesehen, dass uns die Theorie der Matlis-Dualitét fiir einen lokalen
und kompletten Ring (R, m) eine Korrepondenz zwischen der Kategorie der artinschen R-Moduln
und der Kategorie der noetherschen R-Moduln liefert. Andererseits ist im Fall eines lokalen Rin-
ges bekannt (siehe z.B. [BS08, 7.1.3] oder Satz [5.2.2), dass fiir einen endlich erzeugten Modul
M der Modul H{ (M) fiir alle i artinsch ist. Es stellt sich also natiirlicherweise die Frage, wel-
che noetherschen Moduln zu diesen lokalen Kohomologiemoduln korrespondieren. Das sogenannte

lokale Dualitdtstheorem beantwortet diese Frage und soll im Folgenden besprochen werden.

Satz 2.4.1 (Vgl. Theorem 1.17 in [ea07]). Sei (R, m) ein lokaler Ring und sei d > 0 eine ganze

Zahl. Dann sind aquvalent:
(i) dim R < d.
(i1) es emistiert ein m-primdres Ideal, das von d Elementen erzeugt wird.

Beweis. [AM69, Theorem 11.14]. O

Definition 2.4.2 (Parametersystem). Sei (R, m) ein lokaler Ring der Dimension d. Dann heiffen
Ringelemente 1, ...,xq Parametersystem fiir R, falls \/(x1,...,24) = m gilt.

Definition 2.4.3 (Cohen-Macaulay Modul). Sei (R, m) ein lokaler Ring und M # 0 ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann heifit M Cohen-Macaulay Modul, falls depth M = dim M gilt. Ist R
selbst ein Cohen-Macaulay Modul, so heifst R auch Cohen-Macaulay Ring oder einfach Cohen-
Macaulay. Ein Ring R heifit Cohen-Macaulay, falls Ry, Cohen-Macaulay ist fiir jedes maximale
Ideal m von R.
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Bemerkung 2.4.4 (Remark 10.2 in [ea07]). Fin lokaler Ring ist genau dann Cohen-Macaulay,

wenn jedes Parametersystem eine requldre Folge bildet.

Beispiel 2.4.5 (siehe Proposition 8.20 in [ea(7]). Jeder regulire lokale Ring (R, m) ist ein Cohen-
Macaulay Ring.

Satz 2.4.6. Sei (R, m,k) ein lokaler Gorenstein-Ring der Dimension d und sei M endlich erzeugter
Modul. Dann gilt fir 0 <i<d:

HL (M) = Dr(Ext% (M, R)).
Beweis. [ea07, Theorem 11.29]. O

Bemerkung 2.4.7. Insbesondere gilt damit fiir einen lokalen und kompletten Gorenstein-Ring
der Dimension d und fiir einen endlich erzeugten Modul M wegen Theorem das Folgende:

Dr(HL(M)) = Ext& (M, R).

Die néchste Folgerung liefert uns eine Beschreibung der lokalen Kohomologie mit Support in m
iiber einem beliebigen kompletten lokalen Ring (R, m). Ein solcher Ring ist wegen Satz im
gleichcharakteristischen Fall oder wegen [ea07, 8.28] im allgemeinen Fall namlich gerade homo-
morphes Bild eines reguliren lokalen Ringes und damit nach Lemma gerade homomorphes

Bild eines lokalen Gorenstein-Ringes.

Korollar 2.4.8. Sei (R, m,k) das homomorphe Bild eines lokalen Gorenstein-Ringes S der Di-

mension ¢ und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt fir alle i > 0:
Hi (M) = Dg(Exty (M, S)).
Beweis. eal07, Corollary 11.30]. O

Ist der lokale Ring (R, m) sogar Cohen-Macaulay, so lisst sich die lokale Dualitdt noch besser
formulieren. Insbesondere lisst es sich dann vermeiden, dass Fxt-Moduln iber dem Ring S, dessen
homomorphes Bild R ist, zu berechnen sind. Allerdings muss dann die Theorie der kanonischen
Moduln herangezogen werden. Fiir genaue Details zu dieser Theorie sei auf [BH98, Kapitel 3]

verwiesen. Ein endlich erzeugter R-Modul w ist ein kanonischer Modul, falls gilt:

0 fiiri+# dimR,
1 fir ¢ = dim R.

pp(w) =

Dabei stellt sich heraus, dass fiir einen Gorenstein-Ring S gilt, dass S selbst einen kanonischen
Modul bildet und der lokale Cohen-Macaulay Ring R besitzt genau dann einen kanonischen Modul
w, falls R homomorphes Bild eines lokalen Gorenstein-Ringes S ist. In diesem Fall gilt z.B. w =
ExtdimS=dimE(p S (siehe [BH9S8, 3.3.7]). In diesem Fall gilt also wegen Korollar gerade
H$i7rLR o D(w)

Satz 2.4.9. Sei (R,m,k) ein lokaler d-dimensionaler Cohen-Macaulay Ring mit kanonischem
Modul wg. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt fiir alle 0 < i <d:

Hi (M) = Dr(Exty (M, wgr)).
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Beweis. [eal7, Theorem 11.44]. O

Lokale Dualitét ldsst sich auch noch allgemeiner fiir beliebige lokale Ringe, die einen dualisierenden
Komplex besitzen, formulieren (siehe z.B. [BW93]). Im kompletten Fall besteht dann der folgende
Zusammenhang zwischen lokaler Dualitdt und den Bass-Zahlen.

Lemma 2.4.10. Sei R ein kompletter lokaler Ring und M ein R-Modul. Dann sind dqivalent:
(i) M erfillt das lokale Dualititstheorem.
(ii) Die Bass-Zahlen p'(m, M) sind fiir alle i endlich.

Beweis. [BW95, Theorem 2]. O

In den obigen Versionen von lokaler Dualitdt funktioniert diese nur, falls fiir einen lokalen Ring
(R,m) die lokalen Kohomologiemoduln mit Support in m benutzt werden. Hellus konnte dies in
[HelO7b] unter bestimmten Voraussetzungen auf eine weitaus grofere Klasse von Support-Idealen

verallgemeinern.
Satz 2.4.11. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, I C R ein Ideal, h € N, so dass
H{(R)#0<=1=h
gilt und sei M ein R-Modul. Dann gilt fiir jedes i € {0, ..., h}:
D(Hp™(M)) = Extyy(M, D(H] (R))-
Beweis. [Hel07bl Theorem 6.4.1]. O
Im kompletten Fall liefert uns Matlis-Dualitit somit:

Korollar 2.4.12. Sei (R, m) ein noetherscher kompletter lokaler Ring, I C R ein Ideal, h € N,
so dass
HY{(R)#0<=1=h

gilt und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt fir jedes i € {0,...,h}:
Hj~'(M) = Dp(Ewty(M, D(H} (R)))).

Beweis. Da R komplett ist und M endlich erzeugt, also noethersch, folgt die Behauptung durch
Anwendung des Matlis-Funktors D auf die Aussage von Satz und der Matlis-Dualitidt aus
Theorem 2.2.341 O

Das nachfolgende Korollar zeigt nun, dass es sich bei dieser Aussage gerade um eine Verallgemei-

nerung des gewohnlichen lokalen Dualitdtstheorems handelt.

Korollar 2.4.13. Sei (R,m) ein noetherscher kompletter lokaler Cohen-Macaulay Ring und M
ein endlich erzeugter R-Modul. Sei auflerdem wg := D(Hiim(R)(R)). Dann gilt:

Hiim(R)*i(M> o D(Eact%(M, WR))~

Beweis. [Hel07bl, Remark 6.4.2] O



Kapitel 3

F-Moduln

Im folgenden Teil wird der fiir unsere Arbeit grundlegende Begriff der F-Moduln eingefiihrt. Wir
werden dabei hauptséchlich die Notationen aus [Lyu97] und [Bli01] iibernehmen. Unser Ziel ist es,
die F-endlichen Moduln einzufiihren, welche in gewisser Weise das Charakteristik-p-Analogon zu
den holonomen D-Moduln in Charakteristik Null darstellen, welche wir in Kapitel [f|néher betrach-
ten werden. Wir werden mit der Definition des Frobenius-Funktors F beginnen, anschliefend die
F-Moduln definieren und dann die Eigenschaften der lokalen Kohomologiemoduln als F-Moduln
untersuchen. Im Folgenden sei R ein kommutativer noetherscher Ring der Charakteristik p > 0.
Insbesondere enthilt R damit einen Korper k, da R in diesem Fall gleichcharakteristisch ist (siehe
Definition [£.3.4]/ [Hel09b, Bemerkung 3.2.21]).

3.1 Der Frobenius-Funktor

In positiver Charakteristik p ist eine Besonderheit, dass die Abbildung
p:R—= R, r—rP

ein Ringhomomorphismus ist. Sie wird Frobeniushomomorphismus genannt und versetzt uns
in die Lage, R mit einer nichttrivialen R-Algebrastruktur zu versehen. In der Konstruktion des
Frobenius-Funktors, der von Peskine und Szpiro erstmals in [PS73] eingefithrt wurde, wird dies

genutzt, um R selbst mit zwei unterschiedlichen R-Modulstrukturen zu versehen.
Sei dazu allgemein M ein R-Modul. Wir definieren einen R-Bimodul M¢¥ wie folgt: M¥ sei die
abelsche Gruppe M und die Multiplikation sei gegeben durch:

e Rx M¥ — M¥¢

(r,m) — rm

o M¥ xR — M¥?

(m,r) — rPm
Definition 3.1.1. Der Frobenius-Funktor F : R-mod — R-mod ist gegeben durch:

F(M)=R*®r M

36
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FM L N) = (R? o M 2220 Re o N).

Fir einen R-Modul M entsteht F(M) also durch Tensorieren von M mit R? aufgefasst als R-
Rechtsmodul. Insbesondere gilt also a@bxr = ab@x =bPa®@x fira € R®,b € R und x € M. Dabei
erhdlt F(M) seine R-Modulstruktur durch die Links-R-Modulstruktur auf R?.

Die grundlegende Eigenschaft, die den Frobenius-Funktor zu einem so niitzlichen Hilfsmittel macht,
ist, dass ein Satz von Kunz in [Kun69] (siehe Satz{4.3.1)) fiir einen reguléren Ring R impliziert, dass
F ein exakter Funktor ist. Sei also fiir den Rest dieses Kapitels R zusétzlich reguldr. Betrachten

wir nun die Eigenschaften von F:

Bemerkung 3.1.2 (siche Remarks 1.0 in [Lyu93]). (i) F ist ein kovarianter additiver exzakter
Funktor in der Kategorie der R-Moduln.

(i1) F vertauscht mit direkten Summen, d.h.
F(P M) = P F(My),
iel iel
wobei die (M;);cr eine Familie von R-Moduln sind.
(iii) F vertauscht mit direkten Limites, es gilt also F(lim M;) = lim F(M;).
— —
(iv) Fir R-Moduln N, M, wobei M endlich erzeugt ist und i € N, gilt

F(Exty (M, N)) = Extls(F(M), F(N)).

(v) F vertauscht mit der Kohomologie von Komplezen, d.h. fir einen Komplex M® von R-
Moduln gilt
H'(F(M)) = F(H'(M)).

(vi) F vertauscht mit Lokalisierungen an einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S C R,
d.h. es gilt
F(M)s = F(Ms)

fiir jeden R-Modul M .

Versuchen wir nun einmal einige spezielle Werte von F zu berechen und betrachten die folgenden
Beispiele, die uns dann als Motivation fiir die Definition der F-Moduln bzw. der Quasi-F-Moduln

dienen werden.

Beispiel 3.1.3 (siche Prop. 8.2.2 in [BH98|). (i) Die Abbildung

r—rel

0:R—— R ®r R=F(R).
ist ein Isomorphismus. Es gilt also F(R) = R.

(ii) Sei I C R ein Ideal von R. Dann bezeichnen wir mit I'"] fir e € N das Ideal, das von
den p°-ten Potenzen von Elementen aus I erzeugt wird. Mit diesen Bezeichnungen ist die
Abbildung

91 F(I) = R® @ I 29227, [lb]

ein Isomorphismus. Es gilt damit F(I) = TPl
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(iii) Sei I ein Ideal von R, dann ist die Folge
0—-I—R—-»R/I—D0.
exakt. Da nun R¥ flach ist (siehe Satz und damit F exakt, ist auch die Folge
0—F(I)— F(R)—>»FR/I)—0
exakt. Wegen der Beispiele (i) und (ii) ist diese Folge aber gleich
0— IPl— R— F(R/I) -0

und somit gilt F(R/I) = R/IP).

3.2 Definitionen

Huneke und Sharp konnten in [HS93] zeigen, dass die lokalen Kohomologiemoduln iiber einem re-
gulédren lokalen Ring positiver Charakteristik endliche Bass-Zahlen und nur endlich viele assoziierte
Primideale besitzen (siehe Satz aus der Einleitung). Dabei basiert ihr Beweis hauptséchlich
auf dem Fakt, dass die lokalen Kohomologiemoduln isomorph zu ihrem Bild unter dem Frobenius-
Funktor sind (siehe Abschnitt [3.3). Weiterhin haben wir in Abschnitt gesehen, dass lokale
Kohomologie als direkter Limes gewisser Ext-Funktoren ausgedriickt werden kann. Die F-Moduln

bzw. die F-endlichen Moduln sind nun die Verallgemeinerung dieser beiden Eigenschaften, wie wir
in Abschnitt B3] und B sehen werden.

Definition 3.2.1 (F-Modul). Fin Fr-Modul ist ein Paar (M,0), wobei M ein R-Modul ist und
0 € Homp(M,F(M)), so dass

0: M —F(M)=R*Qr M

ein R-Modul-Isomorphismus ist, welcher Strukturmorphismus von M genannt wird. Wir be-
zeichnen M oft auch einfach als F-Modul, wenn der zugrundeliegende Ring klar ist. Ein Homo-
morphismus von F-Moduln ist ein R-Modulhomomorphismus f: M — M’, so dass das folgende

Diagramm kommutiert (dabei sei 0 bzw. 0" der Strukturmorphismus von M bzw. M'):

M#M’

ls &
Fory Y5

Mit, Beispiel ist also klar, dass R selbst ein F-Modul ist. Wir wollen nun eine erste Eigenschaft

der F-Moduln kennenlernen.

Satz 3.2.2. Sei M ein F-Modul. Dann gilt
injdim M < dim Supp M.
Insbesondere ist damit M injektiv, falls dim Supp M = 0 gilt.

Beweis. [Lyu97, Theorem 1.4]. O
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Das wichtigste Konzept, dass Lyubeznik in [Lyu93| eingefiihrt hat, ist der Begriff des F-endlichen
Moduls. Dabei sind F-endliche Moduln grob gesagt gerade solche Moduln, die aus einem einfachen
Modul, genauer einem endlich erzeugten, durch eine vom Frobenius-Funktor F induzierte Limes-

Bildung entstehen. Wir modellieren diese Situation mit Hilfe der folgenden Definition.

Definition 3.2.3 (erzeugender Morphismus). Sei M ein F-Modul. Dann heifit ein R-Modulhomo-
morphismus §: M — F(M) mit einem R-Modul M erzeugender Morphismus von M, falls

F(B) F2(B) F3(B)

M =1lim(M 2 F (1) F2(M) F3(M)

gilt.
Da der Frobenius-Funktor mit direkten Limites kommutiert, ist klar, dass jeder Limes der obigen

Gestalt automatisch ein F-Modul ist. Ist der erste Term in dem direkten System sogar endlich

erzeugt, so wollen wir den direkten Limes F-endlich nennen.

Definition 3.2.4 (F-endlich). Ein F-Modul M heifst F-endlich, falls er einen erzeugenden
Morphismus 6 : M — F(M) besitzt mit einem endlich erzeugten Modul M.

Ist insbesondere der erste Term im direkten System sogar selbst ein F-Modul, so ist klar, dass der
erzeugende Morphismus gerade der Strukturmorphismus dieses Moduls ist und das direkte System
damit konstant nur aus diesem Modul besteht. Des Weiteren gilt damit also:

Bemerkung 3.2.5. Sei M ein endlich erzeugter F-Modul. Dann ist M auch F-endlich. Zusam-
men mit Beispiel[3.1.5 ist insbesondere der Ring R selbst F-endlich.

Betrachten wir Beispiel nochmals genauer, so sehen wir, dass fiir ein Ideal I von R, F(I) = I'?!
und F(R/I) = R/I"! gilt. Insbesondere ist I bzw. R/I im Allgemeinen kein Fz-Modul. Allerdings
existieren stattdessen immer noch die folgenden Abbildungen:

v IV = F(I) — I,

wobei die Abbildung durch die Inklusion I'”! C I induziert ist und die, durch eine Projektion
gegebene, Abbildung

7: R/IP = F(R/I) - R/I. (3.1)
Dies motiviert nun die folgende Definition, wobei wir uns an der Notation eines R[F]-Moduls aus

[Bli01] orientieren.

Definition 3.2.6 (Quasi-F-Modul). Fin Quasi-F-Modul ist ein Paar (M,0), wobei M ein
R-Modul ist und 0 eine R-lineare Abbildung

0:F(M)=R?@r M — M,

welche Strukturmorphismus von M genannt wird. Ein Homomorphismus zwischen zwei Quasi-
F-Moduln (M, 0) und (M',0") ist ein R-Modulhomomorphismus f : M — M’, so dass das folgende
Diagramm kommutiert

M L

o I
Fouy 2L
Insbesondere ist jeder F-Modul (M,0) auch Quasi-F-Modul mit Strukturmorphismus =",
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3.3 F-Modul-Struktur der lokalen Kohomologie

Wir kommen nun wieder zu unseren lokalen Kohomologiemoduln aus Kapitel [2lund wollen zeigen,
dass diese Moduln in bestimmten Fillen gerade Beispiele fiir F-Moduln liefern. Des Weiteren
werden wir sehen, dass die verschiedenen Moglichkeiten lokale Kohomologie zu beschreiben (siehe
Kapitel [2) auch verschiedene Moglichkeiten liefern, die F-Modul-Struktur auf H%(M) fiir einen
F-Modul M zu definieren. Es stellt sich aber heraus, dass jeweils dieselbe F-Modul-Struktur

induziert wird.

Satz 3.3.1. Seien R ein requlirer Ring der Charakteristik p > 0, I C R ein Ideal und M ein

F-Modul. Dann gibt es fiir jedes i einen Isomorphismus:
F(Hi(M)) = R? @r Hy (M) = Hy(M)

Beweis. Da R reguldr ist, ist nach Korollar [£.3.2]der Frobeniushomomorphismus ¢ : R — R flach.
Der Modul R¥? ist als R-Rechtsmodul gerade R aufgefasst als R-Modul via ¢. Nach dem Satz
iiber den flachen Basiswechsel der lokalen Kohomologie (siehe [BS08, 4.3.2]) gibt es somit einen

Isomorphismus
F(H}(M)) = R? @ Hj(M) = w1y (R? ®r M) = Hypy (F(M)).
Nun ist M ein F-Modul, also F(M) = M und nach Beispiel F(I) = I Damit ist
F(H}(M)) = R? @ H{(M) = Hj,) (M)

und somit gilt, falls I von ¢ Elementen erzeugt wird, I*? C I C I?, ergo VIIPl = \/I. Satz

impliziert nun die Behauptung. O

Alternativ konnen wir die Situation auch folgendermafen beschreiben. Sei E*® eine injektive Auf-
16sung von M. Dann ist F(M*®) eine injektive Auflosung von F(M) und damit auch von M, da
M ein F-Modul ist. Dies gilt, da F exakt ist und injektive Moduln in injektive {iberfiihrt (siehe
Lemma . Damit haben wir zwei Moglichkeiten die Moduln H?(M) zu berechnen:

Hi(M) = H'(I'[(E*)) = H'(I'1(F(E*))).

Wegen der Flachheit des Frobeniushomomorphismus gilt F(I'7(E®)) = I'1(F(E*®)) (siehe [BSO8|
4.3.1], und damit H{(M) = H*(F(I;(E*®))). Bemerkung liefert uns dann

Hj(M) = F(H'(I'1(E*))) = F(H(M)).

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird besonders die lokale Kohomologie von R selbst von Interesse

sein und die obige Konstruktion spezialisiert sich in diesem Fall zu der folgenden Aussage.

Korollar 3.3.2. Sei R ein reguldrer Ring der Charakteristik p > 0 und I C R ein Ideal. Dann
besitzen die Moduln

Hj(R)
fiir jedes i eine F-Modul-Struktur.

Beweis. Nach Beispiel ist R ein F-Modul. Damit folgt die Behauptung aus Satz O
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Andererseits haben wir in Abschnitt gesehen, dass sich die lokalen Kohomologiemoduln auch
mit Hilfe des Cech-Komplexes beschreiben lassen. Genauer hatte sich dort herausgestellt, dass der

Modul H%(M) isomorph ist zum i-ten Kohomologiemodul des Komplexes

C*(x;R)®r M.
Dabei ist x = z1, ..., z. ein Erzeugendensystem von I und der Komplex hat die Gestalt
0— M — @ M,, — @ Mg,w; — ... — My, o, — 0. (3.2)
1<i<c 1<i<j<c

Die auftretenden Terme sind also samtlich Lokalisierungen von M und die folgende Bemerkung
zeigt, dass diese im Fall eines F-Moduls M auch F-Moduln sind.

Bemerkung 3.3.3. [siehe Ezample 2.7 in [Bli01]] Sei S C R eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge von R. Dann besitzt die Lokalisierung SR = Rg eine natiirliche Fr-Modul-Struktur.

Der Strukturmorphismus ist dabei gegeben durch
0: ST'R— R?®rS™'R, r/s—rsPl@1/s.
Ist nun (M, 0) ein Quasi-F-Modul so gilt einerseits (siehe z.B. [Hel09d, 1.4.7])
Mg =S"M=S"R®rM.

Da andererseits nach Bemerkung[3.1.9 der Frobenius-Funktor mit Lokalisierungen vertauscht, ha-
ben wir ein kommutatives Diagramm
F(M) —— S_lf(M)

o o
M — S7'M,

und STYM ist somit auch Quasi-F-Modul, wobei der Strukturmorphismus 6' gegeben ist durch

r®%>—>sip9(1®m) S_lM
s sFT VT 7

0 : R¥ XRnr S™iMm
(siehe [Bli01, 2.2.1]). Ist M sogar ein F-Modul, so ist die Lokalisierung Mg wieder ein F-Modul.
Insbesondere ist der Komplex ein Komplex von (Quasi-)F-Moduln, da die auftretenden Mor-
phismen als Summen von Lokalisierungsabbildungen gerade (Quasi-)F-Modulhomomorphismen

sind.

Damit ist mit Bemerkung v) klar, dass die Beschreibung der lokalen Kohomologie als Ko-
homologie des obigen Cech-Komplexes ebenfalls eine F-Modul-Struktur auf den Moduln H(M)
liefert. Es stellt sich also die Frage, ob wir mit dieser Konstruktion dieselbe Struktur wie in Satz

B.3.1] erhalten.

Satz 3.3.4. Sei M ein F-Modul. Die durch Bemerkung und den Komplex C*(x;R) @ M
induzierte F-Modul-Struktur auf den lokalen Kohomologiemoduln H:(M) stimmt mit der durch
Satz gegebenen F-Modul-Struktur iberein.

Beweis. [Lyu97, Proposition 1.8]. O
Starten wir bei der obigen Konstruktion mit einem Quasi-F-Modul M, so sieht man, dass auch
die lokalen Kohomologiemoduln Hi(M) Quasi-F-Moduln sind. Den Fall, dass M der Quasi-F-
Modul R/a mit einem Ideal a von R ist (siehe (3.1)), werden wir in Beispiel noch genauer

untersuchen.
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3.4 Endlichkeitseigenschaften F-endlicher Moduln

Wir wollen jetzt die grundlegenden Eigenschaften der F-endlichen Moduln diskutieren. Dabei sei
nochmal daran erinnert, dass der Ausgangspunkt fiir die Einfiilhrung der F-endlichen Moduln
durch Lyubeznik in [Lyu97] war, dass Huneke und Sharp in [HS93| zeigen konnten, dass die spe-
ziellen Eigenschaften der lokalen Kohomologiemoduln H:(R) eines reguliren lokalen Ringes in
Bezug auf den Frobenius-Funktor F gewisse Endlichkeitsbedingungen implizierten. Insbesondere
die Endlichkeit der Menge der assoziierten Primideale und die Endlichkeit der Bass-Zahlen konnte
so gezeigt werden. Es zeigt sich nun, dass die F-endlichen Moduln eine geeignete allgemeinere
Klasse von Moduln darstellen, so dass diese Endlichkeitsbedingungen erfiillt bleiben.

Der entscheidene Begriff, der es Lyubeznik in [Lyu97] ermoglichte, zu zeigen, dass die F-endlichen
Moduln viele gute Eigenschaften besitzen, ist der Begriff der Wurzel, welchen wir nun einfiithren

wollen.

Definition 3.4.1 (Wurzel). Sei M ein F-Modul mit erzeugendem Morphismus 3: M — F(M).
Ist 3 injektiv, so nennen wir M eine Wurzel von M und G heifit in diesem Fall Wurzelmor-

phismus von M.

Beispiel 3.4.2. Jeder F-Modul, der als R-Modul endlich erzeugt ist, besitzt sich selbst als Wurzel

und sein Strukturmorphismus ist Wurzelmorphismus.

Diese Definition 1asst es nun zu, die entscheidenen Eigenschaften der F-endlichen Moduln herzulei-
ten. Wir wollen an dieser Stelle kurz die wichtigsten Ergebnisse zusammenfassen. Weitere Details

bzw. die fehlenden Beweise finden sich in [Lyu93|, §2] und kénnen dort nachgeschlagen werden.

Satz 3.4.3. Die F-endlichen Moduln bilden eine volle abelsche Unterkategorie in der Kategorie
der F-Moduln (F-mod). Wir bezeichnen diese als Ffinite. Sie ist abgeschlossen unter Bildung von
Untermoduln, Quotienten und Erweiterungen, d.h. fir eine gegebene kurze exakte Folge in der
Kategorie F-mod

0— M — M — M'"—0,

ist M genau dann F-endlich, wenn M' und M" F-endlich sind.
Beweis. [Lyu97, Theorem 2.8]. O

Satz 3.4.4. Sei M ein F-endlicher Modul. Dann ist M noethersch in der Kategorie der F-Moduln.
Er erfillt also die aufsteigende Kettenbedingung (a.c.c.).

Beweis. [Lyu97), Proposition 2.7]. O

Die Tatsache, dass die Moduln in der Kategorie Fy;nize noethersch sind, macht es maéglich, die
Standardaussagen iiber die Endlichkeit gewisser Invarianten von endlich erzeugten R-Moduln auf
die grofere Klasse der F-endlichen Moduln zu iibertragen. Insbesondere wird in [Lyu97] die End-
lichkeit der Menge Ass M und die Endlichkeit der Bass-Zahlen fiir einen F-endlichen Modul M
gezeigt.

Satz 3.4.5. Sei M ein F-endlicher Modul. Dann ist die Menge seiner assoziierten Primideale,
also die Menge Assg M, endlich.
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Beweis. [Lyu97, Theorem 2.12]. O

Satz 3.4.6. Sei M ein F-endlicher Modul. Dann sind alle Bass-Zahlen p'(p, M) endlich.
Beweis. [Lyu97, Theorem 2.11]. O

Als Hauptresultat in seiner Arbeit konnte Lyubeznik das folgende Resultat formulieren.

Satz 3.4.7. Sei R eine endlich erzeugte Algebra iber einem noetherschen reguldren lokalen Ring
(S,m,k) der Charakteristik p > 0 und sei M ein F-endlicher R-Modul. Dann besitzt M endliche
Lange in der Kategorie der F-Moduln.

Beweis. [Lyu97, Theorem 3.2]. O

Dieser Satz zeigt, dass unter den gegebenen Voraussetzungen, die F-endlichen Moduln nicht nur
noethersch sind, sondern wegen Lemma aufierdem auch artinsch. Wir werden diese Tatsa-
che in Abschnitt [7.2] dazu nutzen, um zu zeigen, dass uns F-endliche Moduln gerade D-Moduln
endlicher Lénge liefern (siehe Satz [7.2.9).

3.5 F-Endlichkeit von H:(R)

In diesem Abschnitt wollen wir uns noch genauer mit der F-Modul-Struktur der lokalen Kohomolo-
giemoduln H!(M) fiir einen F-Modul M befassen. Zu Beginn werden wir die Existenz erzeugender
Morphismen fiir diese Moduln zeigen, woraus dann direkt die F-Endlichkeit von H%(M) folgen
wird, falls M als R-Modul endlich erzeugt ist. Fiir den Fall M = R besitzen die lokalen Kohomo-
logiemoduln also die Endlichkeitsbedingungen aus dem letzten Abschnitt und dies war ja gerade
das, die Einfiihrung der F-Moduln motivierende, Ergebnis von Huneke und Sharp in [HS93| (sie-
he Satz . Lyubeznik gelang es in [Lyu93| die F-Endlichkeit der lokalen Kohomologiemoduln
Hi(M) sogar fiir beliebige F-endliche Moduln zu zeigen.

Da die F-Endlichkeit eines R-Moduls M iiber die Beschreibung des Moduls als direkten Limes
charakterisiert ist, erinnern wir zu Beginn an zwei der moglichen Beschreibungen der lokalen
Kohomologie aus Kapitel

Bemerkung 3.5.1 (siehe Satz 2.1.11)/Satz 2.1.23). Sei I C R ein Ideal von R und sei x =
T1,...,Tc ein Erzeugendensystem von I. Dann gilt fiir alle i > 0 und jeden R-Modul M :

(i) Hi(M)=1lim Exts(R/I', M).
(i) Hi(M) = lim, Hi(Homp(K*(x'; R), M)).

Da der Ring R Charakteristik p > 0 besitzt und regulér ist, gilt nach [ea07, Remark 7.9] und
Bemerkung [3.1.2] fiir einen F-Modul M aber:

(i) lim, Exty(R/It, M) = lim Eatly(R/IP), M) = lim F(Exty(R/I, M)).
(i)

lim H'(Homp(K*(x'; R), M)) = lim H'(Homp(K*(x""; R), M))

t

=

H
F(H' (Homg(K®(x; R), M))).

1%

~|g ~|

li
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Sei also M ein F-Modul. Dann ist mit der letzten Bemerkung klar, wie wir fiir den F-Modul
Hi(M) erzeugende Morphismen konstruieren kénnen. Dabei ist zu beachten, dass der Koszul-
Komplex K*(x'; M) zu sich selbst dual ist, d.h es gilt K®(x'; M)[—c] & Hompg(K*(x'; R), M)
(siehe Satz[2.1.28).

Satz 3.5.2. Sei I C R ein Ideal, (M,0) ein F-Modul und sei H:(M) der i-te lokale Kohomolo-
giemodul von M mit der F-Modul-Struktur aus Satz|3.3.1L Dann gilt:

(i) Der R-Modulhomomorphismus
B: BEaty(R/I,M) — F(Exth(R/I,M)) = Extyy(F(R/I), F(M)),
induziert durch die Abbildungen
0: M —F(M) wund  F(R/I) =R o (R/I) =" R/1,
ist ein erzeugender Morphismus von HE(M).

(ii) Seix =x1,...,x. ein Erzeugendensystemn von I und sei K*(x'; M) der Koszul-Komplex von
M bzgl. x* (siehe Definition|2.1.14). Dann ist der R-Homomorphismus

B B (x5 M) — F(K*(xt; M) = HY(F (K (x5 M))),
induziert durch die Komplezabbildung
B K*(x'; M) — F(K*(x'; M)) = K*(xP"; M),
ein erzeugender Morphismus von H(M).
Beweis. [Lyu97, Proposition 1.11]. O

Bemerkung 3.5.3. Sei M als R-Modul endlich erzeugt, so sind auch die Moduln Ext'y(R/I, M)
endlich erzeugt. Auferdem sind in diesem Fall alle Moduln des Koszul-Komplezes K*®(x'; M) als
endliche direkte Summen von M endlich erzeugt. Somit sind also auch die Kohomologiemoduln
HY(K*(x'; M)) endlich erzeugt.

Damit sehen wir, dass die lokalen Kohomologiemoduln von F-Moduln, welche endlich erzeugte
R-Moduln sind, F-endlich sind.

Satz 3.5.4. Sei M ein F-Modul, der als R-Modul endlich erzeugt ist und sei I C R ein Ideal.
Dann sind die lokalen Kohomologiemoduln Hi(M) mit der induzierten F-Modul-Struktur (siehe

Satz F-endlich.

Beweis. Wegen Satz existiert ein erzeugender Morphismus
B: Exty(R/I,M) — F(Exth(R/I, M))

von Hi(M). Da M aber endlich erzeugt ist, ist auch Ext;(R/I, M) endlich erzeugt und M somit
nach Definition F-endlich. O

Da der Ring R selbst endlich erzeugt ist als R-Modul und nach Satz [3.1.3] auRerdem F-Modul ist,
gilt:
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Korollar 3.5.5. Die Moduln H%(R) sind F-endlich. O

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass nicht nur die lokalen Kohomologiemoduln von, tiber R end-
lich erzeugten F-Moduln, F-endlich sind, sondern sogar alle Moduln der Form H(M) mit einem
F-endlichen Modul M. Um dies zu erreichen, sei zu Beginn an die folgende Moglichkeit erinnert,
die lokalen Kohomologiemoduln zu definieren.

In Abschnitt haben wir gesehen, dass der Modul H}(M) fiir einen R-Modul M isomorph
zum i-ten Kohomologiemodul des Cech—Komplexes ist. Ist x1,..., 2. ein Erzeugendensystem des
Ideals I, so hat dieser die Gestalt

0—M— P Me, — P Moy — ... — My, 0, — 0. (3.3)
1<i<c 1<i<j<c
Die im Komplex auftretenden Moduln sind sdmtlich endliche direkte Summen von Lokalisierungen

von M. Damit kommen wir mit dem folgenden Satz unserem Ziel ein grofies Stiick n&her.

Satz 3.5.6. Sei M ein F-endlicher Modul und f € R. Dann ist auch die Lokalisierung My mit
der F-Modul-Struktur aus Bemerkung F-endlich.

Beweis. [Lyu97, Proposition 2.9]. O
Damit kénnen wir das Folgende formulieren:

Satz 3.5.7 (Proposition 2.10 in [Lyu97]). Sei M ein F-endlicher R-Modul und I C R ein Ideal.
Dann sind die lokalen Kohomologiemoduln H'(M) mit der induzierten F-Modul-Struktur (siehe

Satz F-endlich.

Beweis. Die lokalen Kohomologiemoduln lassen sich als die Kohomologiemoduln des Komplexes
(3.3) berechnen und alle im Komplex auftretenden Moduln sind nach Satz F-endlich. Damit
folgt die Behauptung aus Satz O

An dieser Stelle sei an folgenden Satz, der von Huneke und Sharp in [HS93| formuliert wurde,

erinnert.

Satz 3.5.8 (Vgl. Theorem 3.5 in [HS93]). Sei (R, m,k) ein reguldrer lokaler Ring der Charakteristik
p > 0 und sei M ein R-Modul, fiir den gilt, dass

(i) F(M)= M, und
(ii) p'(p, M) endlich ist fiir alle i € N und alle p € Spec R.

Sei auflerdem
di

0—M—>FE"—— . .. —E' Etl — .

die minimale injektive Auflésung von M.

Dann ist fir alle i € N die Einschrinkung d'|r, gy von d' auf den Untermodul T (E") von E
gleich Null. Insbesondere ist fiir jedes i € N der lokale Kohomologiemodul H: (M) ein injektiver
R-Modul und T', (M) ist injektiver direkter Summand von M.

Beweis. [HS93| Theorem 3.5]. O
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Wir sehen also, dass in den Voraussetzungen des Satzes gerade ein F-Modul gefordert wird, dessen
Bass-Zahlen alle endlich sind. Nach Satz B.4.6] erfiillen die F-endlichen Moduln diese Vorausset-
zungen und wir sind damit in der Lage, Huneke und Sharp in [HS93] folgend, die anschliefenden

Aussagen zu formulieren.

Korollar 3.5.9. Sei (R, m,k) ein reguldrer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, und sei M ein

F-endlicher m-Torsionsmodul. Dann ist M ein injektiver R-Modul.

Beweis. Nach Voraussetzung ist M F-endlich, also gilt nach Definition eines F-Moduls einerseits
F(M) =2 M und andererseits gilt nach Satz dass alle Bass-Zahlen u'(p, M) endlich sind.
Damit folgt aus Satz dass I'yy (M) injektiv ist. Nun ist aber M von m-Torsion und somit
M =Tw(M). O

Korollar 3.5.10. Sei (R, m,k) ein regulirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und sei M ein
F-endlicher Modul. Dann sind die lokalen Kohomologiemoduln HE (M) injektiv.

Beweis. Nach Korollar sind die Moduln H: (M) F-endlich und auRerdem nach Definition
auch m-Torsionsmoduln. Damit folgt die Behauptung aus dem letzten Korollar. O



Kapitel 4

Die F-Modul-Struktur von D(H%(R))

Das Hauptergebnis in diesem Abschnitt wird der folgende Satz sein (siehe Korollar [4.6.6)):

Satz 4.1. Sei (R, m) ein kompletter reguldrer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, der seinen
perfekten Residuenkérper k = R/m enthdlt. Dann gibt es einen natirlichen und funktoriellen

Isomorphismus:
D(F(M))=D(R*®@ M) =& R*® D(M)=F(D(M)).

Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass M ein F-Modul ist, also M = F(M), erhalten wir

einen Isomorphismus
DM)2D(F(M))= RP® D(M)=F(D(M)).

Somit kénnen wir erreichen, dass die Matlis-Duale von F-Moduln wieder F-Moduln sind. Insbe-
sondere tragen die Moduln D(H(R)) eine solche Struktur und wir kénnen deshalb die Theorie
der F-Moduln auf sie anwenden. Wir haben in Kapitel [3| gesehen, dass F-endliche Moduln nur
endlich viele assoziierte Primideale besitzen (vgl. [Lyu97, Thm. 2.12.]). Andererseits haben Hel-
lus in [Hel07b] oder auch Bahmanpour und Naghipour in [BNO§] einige Beispiele angegeben, die
zeigen, dass die Moduln D(H}(R)) im Allgemeinen unendlich viele assoziierte Primideale besitzen
und somit im Allgemeinen nicht F-endlich sind. In Charakteristik Null scheint das analoge Er-
gebniss zu sein, dass die Matlis-Duale der lokalen Kohomologiemoduln generell keine holonomen
D-Moduln sind. Dies wurde von Hellus in seiner Habilitationsschrift [Hel07b| beschrieben.

Sei also (R, m, k) ein kompletter regulérer lokaler Ring der Charakteristik p, der seinen perfekten
Residuenkorper k = R/m enthélt, und £ = E(R/m) sei die injektive Hiille von R/m. Nun gilt:

D(HYR)) = Homgp(Hi(R),E) = Homgr(F(H4(R)), E) = Homgr(R¥ ® H:(R), E).

Dabei gilt die erste Isomorphie, da wir in Abschnitt gesehen haben, dass die lokalen Ko-
homologiemoduln Hi(R) eine F-Modul-Struktur besitzen, und somit F(Hi(R)) & Hi(R) gilt.
Die Hom-Tensor-Adjungiertheit (siehe Lemma [4.4.1) liefert uns auferdem folgenden kanonischen

Isomorphismus:

Homp(R? ® Hi(R),FE) = Homgr(R¥, Homp(H:(R),E)) = Homp(R?, D(H:(R))).

47
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Um unser Ziel zu erreichen, reicht es uns also zu zeigen, dass der Modul R¥ ein endlich erzeugter
freier R-Modul ist, da dann gilt:

D(H}(R)) = Homg(R?, D(H}(R))) = R? ® Homg(H}(R), E) = F(D(H}(R))).

4.1 Moduln endlicher Lange

Wir benétigen zu Beginn noch einige Definitionen und Aussagen iiber die Linge eines Moduls. In
Kombination mit dem Nakayama-Lemma aus dem nichsten Abschnitt werden uns diese ermogli-
chen, zu entscheiden, ob und wann der Modul R¥ ein endlich erzeugter R-Modul ist. Wir beginnen

mit der Definition einer Kompositionsreihe eines Moduls.

Definition 4.1.1 (Kompositionsreihe eines Moduls). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann
heifit eine Folge
M=My2M 22 M, =0

von Untermoduln von M Kompositionsreihe von M, falls alle Faktoren M;/M;.1 nichttriviale
einfache Moduln sind. Die Zahl n heifst dann Linge der Kompositionsreihe.

Falls der Modul M eine Kompositionsreihe besitzt, so stellt sich heraus, dass ihre Lange eine
Invariante von M ist, d.h. sie ist unabhéngig von der Wahl einer Kompositionsreihe. Genauer gilt:

Lemma 4.1.2. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und sei
M=M2M2---2M,=0
eine Kompositionsreihe der Linge n von M. Sei auflerdem
M=No2N 2--- 2N, =0
eine Folge von Untermoduln von M. Dann gilt:
(i) s<n
(ii) Die Folge M = Ny 2 N1 2 --- 2 Ny = 0 kann zu einer Kompositionsreihe verfeinert werden.
Beweis. [Eis04, Theorem 2.13]. O
Damit ist die folgende Definition wohldefiniert.

Definition 4.1.3 (Linge eines Moduls). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Sei auferdem
M=My2OM 2---2M,=0

eine Kompositionsreihe von M. Dann heifit die Linge n dieser Reihe auch Ldinge von M und wird

mit I(M) bezeichnet. Falls M keine Kompositionsreihe besitzt, so vereinbaren wir (M) = oo.

Bemerkung 4.1.4. Fir einen Untermodul N C M von M gilt:

I(M) = I(N) + l(M/N).
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Dies sieht man leicht, indem man das Urbild einer Kompositionsreihe von M/N wunter der na-
tirlichen Abbildung m : M — M/N betrachtet. Diese Reihe endet mit m—1(e) = N und bildet
damit durch Anhdngen der gegebenen Kompositionsreihe von N eine Kompositionsreihe von M.
Zu beachten ist dabei, dass die entstehenden Faktoren wegen des zweiten Isomorphiesatzes gerade

den urspringlichen Faktoren entsprechen und somit wieder einfache Moduln sind.

Beispiel 4.1.5. Sei (R, m, k) ein lokaler noetherscher Ring. Betrachten wir firn € N die folgenden
R-Moduln
mn—l/mn C R/mn’

so gilt nach der letzten Bemerkung und unter Benutzung des zweiten Isomorphiesatzes
I(R/m™) = [(R/m" ) 4 I(m" " /m™).
Wir fiihren dies nun sukzessive fort und erhalten
I(R/m™) = I(R/m) + I(m/m?) + I(m?*/m?) + -+ + {(m" ™! /m").

Nun ist m endlich erzeugt, da R noethersch ist und damit ist jedes der m*/m**! ein endlichdimen-
sionaler Vektorraum iber k = R/m. Ihre Untermoduln sind gerade ihre Untervektorrdume und

somit gilt [(m?/m'™1) = dimy m'/m'T! < co. Insgesamt gilt also
I[(R/m") <oo VneN.

Lemma 4.1.6. Sei R ein Ring und M ein R-Modul endlicher Linge. Dann ist M noethersch und

artinsch und somit insbesondere endlich erzeugt.

Beweis. [Eis04, Theorem 2.13]. O

4.2 Separierte Moduln und das Nakayama-Lemma

Wir werden im néchsten Schritt zeigen, dass der R-Modul R¥ fiir einen kompletten reguléren
lokalen Ring R, welcher seinen perfekten Residuenkérper R/m enthilt, sogar ein freier endlich
erzeugter R-Modul ist. Als R-Linksmodul ist dies klar, es bleibt also die Rechtsmodulstruktur zu
untersuchen. Wir werden dabei insbesondere das Nakayama-Lemma fiir komplette Ringe nutzen
und miissen daher zu Beginn einige Aussagen zu Komplettierungen machen. Fiir eine umfangrei-
chere Darstellung des Themas verweisen wir auf [Mat86, §8] oder [Hel09a, Abschnitt 3.2].

Definition 4.2.1 (Komplettierung). Sei R eine abelsche Gruppe und sei R =mg 2 my O ... eine
absteigende Folge von Untergruppen von R. Dann ist die Komplettierung von R beziiglich m;

definiert als der inverse Limes der Faktorgruppen R/m;, also als
R:=limR/m; = {(g0.91....) € [[ R/mi| g; = gi(modm;)Vj > i}.

Bemerkung 4.2.2 (siche Bemerkung 3.2.1 in [Hel09al). (i) Man hat einen kanonischen Grup-
penhomomorphismus

R—>l§,rl—>(r—|—mo,7‘+m1,...).
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(i1) Ist R ein Ring und sind die m; samtlich Ideale von R, so sind alle R/m; Ringe und damit

ist auch R ein Ring. R — R ist dann ein Ringhomomorphismus und fir jedes i ist
ﬁ\li = {(907913"') € R|g] :Ovj S Z}
ein Ideal von R mit R/®; = R/m.

(iii) Ist R ein Ring und m ein Ideal von R, dann bildet R O m D m? D ... eine absteigen-
de Folge von Untergruppen von R und man nennt diese Folge m-adische Filtrierung von
R. Die zugehérige Komplettierung heifit dann Komplettierung von R beziiglich m und man
schreibt Em .= R und @ := m,. Diese Konstruktion bildet den wichtigsten Spezialfall von

Komplettierungen.

(iv) Ist m ein mazimales Ideal eines Ringes R, so ist ﬁm ein lokaler Ring mit maximalem Ideal
M, da R/@ = R/m und @ das einzige mazimales Ideal von Ry, ist (siehe [Hel09d, 3.2.1]).

Definition 4.2.3 (kompletter Ring). Sei R ein Ring und m C R ein Ideal. Dann heif$t R komplett
bzgl. m, falls die natiirliche Abbildung R — ﬁm ein Isomorphismus ist. Ist m ein mazximales Ideal,
so ist R lokal, da ]Tlm lokal ist, und heifit dann kompletter lokaler Ring.

Das folgende Beispiel zeigt, welche wichtige Beziehung zwischen Polynomringen und Potenzrei-
henringen besteht. Es stellt sich heraus, dass Potenzreihenringe gerade als Komplettierungen von
Polynomringen auftauchen. Als weiteres wichtiges Beispiel wollen wir aufterdem den, aus der Zah-
lentheorie bekannten, Ring der p-adischen Zahlen nennen, welcher als Komplettierung von Z an

einem Primideal auftritt.

Beispiel 4.2.4 (siehe Bsp. 3.2.2 in [Hel09a]). Sei k ein Korper und R = k[X1,...,X,] der
Polynomring iber k in den Unbestimmten Xq,...,X,. Dann gilt fir das mazimale Ideal m =
(X1,...,Xpn) von R

Ry = R[[X4,..., X,]]
Der Potenzreihenring taucht also in natirlicher Weise als Komplettierung des Polynomringes auf.

Insbesondere ist K[ X1, ..., X,]] ein kompletter lokaler Ring.

Definition 4.2.5. Sei R ein Ring, m C R ein Ideal und M ein R-Modul. Dann heif$t
M :=lim M/m’M
p—
die Komplettierung von M bzgl. m.

Definition 4.2.6 (separierter Modul). Seien m C R ein Ideal des Ringes R und M ein R-Modul.

M heifit separiert beziglich der m-adischen Topologie, wenn [,y m'M =0 ist.

Wir sind jetzt in der Lage das Nakayama-Lemma fiir komplette Ringe zu formulieren und zu be-
weisen. Dabei sehen wir, dass die Aussage des gewShnlichen Nakayama-Lemmas im kompletten
Fall auch fiir nicht notwendigerweise endlich erzeugte Moduln richtig ist. Die Moduln miissen aller-
dings separiert sein. Die ndtigen Aussagen iiber die Konvergenz von Folgen in Komplettierungen
finden sich z.B. in [Hel09al, Abschnitt 3.2].
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Satz 4.2.7 (Nakayama-Lemma fiir komplette Ringe). Seien R ein beziglich eines Ideals m C R

kompletter Ring und M ein beziiglich m separierter Modul. Seien auflerdem wn,...,w, € M mit
M/mM = (wi,...,w,)R/m

(M/mM ist also endlich erzeugt iber R/m).
Dann gilt:
M = (wl,...7wn)R.

M ist also auch als R-Modul endlich erzeugt.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt M = )" Rw; + mM und damit auch M = Rw; + m(>_ Rw; +
mM) = > Rw; + m?M. Insgesamt ergibt sich M = " Rw; + m” M fiir alle v > 0. Sei nun m € M.

Dann koénnen wir schreiben
m = g Wi + ap
i

mit geeigneten r; € R und a; € mM, also
a; = Z T 1Wi + a2
i
mit geeigneten r; 1 € mund az € m?M. Induktiv fortfahrend finden wir so r; , € m” und a,, € m” M

mit

a, = § Ti Wi + Ay+41.
7

Nun konvergiert fiir jedes @
’I’i—f—T‘Z"l +’I’i’2+...

gegen ein b; € R und es gilt somit
m — Zblwz € ﬂm”M =0.
O

Wir wollen jetzt eine ganz dhnliche Situation betrachten, allerdings sei der Ring R diesmal lokal
und zusétzlich M ein flacher R-Modul. Insbesondere zeigt sich dann, dass fiir einen lokalen Ring
auch die Umkehrung der Aussage, dass jeder freie Modul flach ist, richtig ist.

Satz 4.2.8. Seien (R, m,k) ein lokaler Ring und M ein flacher R-Modul und seien x1,...,x, € M.
Ist die Folge
(r1 +mM, ...z, + mM)

in M/mM linear unabhdingig iber R/m, so ist die Folge
(1,0 oy Tn)

in M linear unabhdngig iber R. Insbesondere gilt: Ist zusdtzlich M endlich erzeugt, so ist jedes

minimale Erzeugendensystem von M eine Basis von M und insbesondere ist M frei.

Beweis. [Hel09al Satz 3.1.17]. O
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Wir geben an dieser Stelle noch eine Definition an, die wir an spéterer Stelle verwenden werden.

Definition 4.2.9. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann heiffit M von endlicher Darstel-
lung, falls es eine exakte Folge
R — R"— M —0

fiir geeignete m,n € N gibt.

Ein R-Modul von endlicher Darstellung ist auch endlich erzeugt. Ist der Ring R sogar noethersch,
so gilt die Umkehrung ebenfalls (siehe [Hel09a), 3.1.18]).

4.3 Ein Satz von Kunz - Flachheit von R¥

In seiner Arbeit [Kun69] hat Kunz einen fundamentalen Satz iiber die Charakterisierung regulirer
Ringe der Charakteristik p > 0 bewiesen.

Satz 4.3.1. Sei (R, m,k) ein lokaler Ring der Charakteristik p > 0.

Dann sind dquivalent:
(i) R ist regular
(ii) R ist reduziert und ein flacher RP-Modul.
Beweis. [Kun69, Theorem 2.1]. O

Da Flachheit eine lokale Eigenschaft ist (siehe [Hel09a) 3.1.3]) und der Frobenius-Funktor F mit
Lokalisierungen vertauscht (siche Bemerkung [3.1.2) ldsst sich allgemeiner auch Folgendes formu-

lieren.

Korollar 4.3.2. Sei R ein regulirer Ring der Charakteristik p > 0. Dann ist R¥ eine flache

R-Algebra. Aquivalent dazu ist es zu sagen, dass der Frobenius-Funktor F exakt ist.
Beweis. [BHI98, Corollary 8.2.8]. O

Wir kénnen nun mit Hilfe des kompletten Nakayama-Lemmas zeigen, dass iiber einem lokalen,
kompletten Ring R der Charakteristik p > 0 gilt, dass R als RP-Modul endlich erzeugt ist. Ist R
dariiber hinaus sogar reguldr, so konnen wir den Satz von Kunz benutzen um zu zeigen, dass R

als RP-Modul sogar frei ist.

Satz 4.3.3. Sei (R,m,k) ein kompletter lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und sei k C R
perfekt. Dann ist R als RP-Modul endlich erzeugt.

Beweis. (Vgl. [HS77, Proposition 1.1]) Wir bemerken zu Beginn, dass R als RP-Modul das Gleiche
ist wie R aufgefasst als R-Modul via des Frobeniushomomorphismus ¢. Wir bezeichnen R mit die-
ser R-Modulstruktur als R*®) . Nun gilt R*) /mR*() = (R/m?)#() und da R komplett ist, also
R =~ R, gilt damit Re(R) = Re(R) =~ Re(®) Damit ist R#(R) also komplett und separiert beziig-
lich der m-adischen Topologie. Auferdem ist R /mR#() = (R/mP)#(F) ein R/m-Vektorraum,
welcher nach Beispiel £.1.5 endliche Linge besitzt und somit endlich erzeugt ist. Damit ist aber
nach Satz auch R endlich erzeugt iiber R und somit R endlich iiber ¢(R) = RP. O
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Wir wollen an dieser Stelle noch einen weiteren Beweis dieser Tatsache nennen, der auf einem
wichtigen Struktursatz fiir komplette lokale Ringe von Cohen basiert. Wir definieren und bemerken

dazu das Folgende:

Definition 4.3.4. Sei (R, m,k) ein lokaler Ring mit Residuenkorper k = R/m. Dann heifst R
gleichcharakteristisch falls char R = chark gilt. Andernfalls nennen wir R gemischtcharak-
teristisch.

Nun stellt sich heraus, dass ein lokaler Ring R genau dann gleichcharakteristisch ist, wenn er einen
Teilkorper enthélt (siehe [Hel09a, Bemerkung 3.2.21]). Damit sehen wir also, dass unser Ring R
aus Satz gleichcharakteristisch ist und der folgende Satz wird fiir uns anwendbar.

Satz 4.3.5. [Cohen’s Struktursatz] Sei (R,m,k) ein noetherscher gleichcharakteristischer kom-
pletter lokaler Ring mit Residuenkérper k = R/m. Dann ist R homomorphes Bild eines Potenz-

rethenringes, genauer gilt:
R =K[[X1,...,X,]]/T fir einn €N und ein Ideal I.

Beweis. [Eis04] Theorem 7.7]. O

Es stellt sich also als dquivalent heraus, einen noetherschen kompletten lokalen Ring (R, m,k) der
Charakteristik p > 0 vorauszusetzen oder einen noetherschen kompletten lokalen Ring (R, m, k),
der seinen Residuenkdrper k von Charakteristik p > 0 enthilt. Im ersten Fall gilt ndmlich auch
chark = p und R enthilt somit nach dem letzten Satz einen zu k isomorphen Teilkdrper. Wei-
tere Details dazu finden sich z.B. in [Sin05) §7] oder auch in [Hel09a, Bemerkungen 3.2.21]. Die
Forderung k C R in den kommenden Sitzen ist also nicht zwingend notig. Wir werden sie aber

trotzdem nennen, um darauf aufmerksam zu machen.

Sei nun wie in Satz aukerdem k perfekt, so gilt der folgende Satz und wir erhalten somit
einen weiteren Beweis dafiir, dass ein noetherscher kompletter lokaler Ring (R, m,k), der seinen

perfekten Residuenkorper enthilt, als RP-Modul endlich erzeugt ist.

Satz 4.3.6. Sei k ein perfekter Kéorper, R = K[[X1,...,X,]] ein Potenzreihenring und I C R ein
Ideal. Dann ist
S=R/I=k[X1,...,X,]|]/]

als SP-Modul endlich erzeugt.

Beweis. Wir bemerken zu Beginn, dass es zu zeigen reicht, dass S; = k[[X]] endlich erzeugt ist
iiber S?, da damit induktiv folgt, dass auch S,, = k[[X1,..., X,,]] endlich erzeugt ist iiber SP. Sei
dann B ein endliches Erzeugendensystem von S, iiber S?, dann erzeugen die Bilder von B unter
der natiirlichen Abbildung = : S,, — S, /I auch S, /I iber (S,/I)? und wir haben unser Ziel

erreicht. Nun gilt aber k? = k, da k perfekt ist, und somit also auch S¥ = kP[[XP]] = k[[X?]].
Damit ist aber klar, dass die Elemente

1, XY x2% ..., xp=2 xr-!

ein endliches Erzeugendensystem von S; iiber S? bilden. O
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Bemerkung 4.3.7. In der Literatur wird ein noetherscher Ring R von Charakteristik p > 0,
der als Modul iber RP endlich erzeugt ist, auch als F-endlicher Ring bezeichnet. Wir wollen diese
verallgemeinerte Terminologie nicht benutzen, um Verwechslungen mit den F-endlichen Moduln
zu vermeiden. Nihere Informationen zur allgemeinen Theorie der F-endlichen Ringe finden sich
2.B. in [HocO7]. Es sei aber darauf hingewiesen, dass es sich bei den von uns behandelten Ringen,
also den kompletten lokalen noetherschen Ringen (R, m,k) der Charakteristik p > 0 mit perfektem
Residuenkdorper k, nach dem letzten Satz gerade um solche F-endlichen Ringe handelt. Insbesondere

sind Quotienten des Potenzreihenringes, d.h. Ringe der Gestalt
]F(I[[Xh BEEE) Xn]]/‘[a

iber einem endlichen Kdrper solche Ringe. Sie sollen uns als Standardbeispiel fiir maégliche An-

wendungen unserer Theorie dienen. Der Potenzreihenring
F,l[ X1, .., X0]]

ist auferdem auch reguldr und wir werden im Folgenden sehen, dass er damit noch weitere gute

Eigenschaften besitzt.
Mit dem Satz von Kunz folgt nun:

Korollar 4.3.8. Sei (R, m,k) ein kompletter requlirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und
sei k C R perfekt. Dann ist R als RP-Modul frei.

Beweis. Nach Satz und Satz ist R aufgefasst als R-Modul via des Frobeniushomomor-
phismus ein endlich erzeugter flacher R-Modul und als solcher nach Satz frei. Damit ist ist
aber gerade R als RP-Modul frei. 0

Der Struktursatz von Cohen hat uns gezeigt, dass alle kompletten lokale Ringe, die gleichcharak-
teristisch sind, eine ganz dhnliche Struktur besitzen. Sie sind gerade Quotienten eines Potenzrei-
henringes. Nun ist der Potenzreihenring selbst sogar regulér und es stellt sich heraus, dass er im

Grunde auch der einzige komplette regulére lokale Ring ist, der einen K&rper enthélt.

Satz 4.3.9. Sei (R, m,k) ein noetherscher kompletter reguldrer lokaler Ring der Dimension d mit
Residuenkorper k = R/m. Falls R einen Kérper enthdlt, also falls R gleichcharakteristisch ist,
dann gilt

R2=Kk[[Xy,...,X4].

Beweis. |[Eis04] Prop. 10.16]. O

Wir sind nun in der Lage, die Frage zu beantworten, wann der Modul R¥ als R-Rechtsmodul
endlich erzeugt ist und wann er dariiber hinaus sogar frei ist. Es sei daran erinnert, dass der
Rechtsmodul R¥ als Menge der Ring R ist, wobei dieser seine Rechtsmodulstruktur durch die vom
Frobeniushomomorphismus ¢ induzierte Operation (r’,r) — @(r)r’ = rPr’ erhélt. Dies wird uns
dann die Konstruktion eines Isomorphismus F(D(H7*(R))) = D(H7*(R)) im folgenden Abschnitt

ermoglichen.
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Korollar 4.3.10 (Vgl. Prop. 1.1 in [HSTT]). Sei (R, m,k) kompletter lokaler Ring und seik C R
perfekt. Dann gilt:

(i) R¥ ist endlich erzeugter R-Modul.
(11) Sei auferdem R noch regulir, so ist R? sogar freier R-Modul.

Beweis. Wir bemerken, dass die R-Modulstruktur von R¥ als Rechtsmodul gerade eine RP-Modul-
struktur von R ist. Die Behauptung (i) folgt somit aus Satz Die Aussage (ii) ist dann eine
direkte Folgerung aus dem Satz von Kunz und folgt mit Korollar O

4.4 Basiswechsel

An dieser Stelle wollen wir noch kurz an die Basiswechsel-Formel erinnern, welche wir im néchsten
Schritt bendtigen, um unseren Isomorphismus F(D(HE(R))) = D(HE(R)) zu konstruieren.

Lemma 4.4.1. Seien R und S Ringe und sei P ein R-S-Bimodul. Sei aufSerdem M ein R-Modul
und N ein S-Modul. Dann gilt:

(i) M ®gr P besitzt S-Modulstruktur.

(ii) Durch die Multiplikation Homg(P, N)xR — Homg (P, N) mit (¢,r) — or, wobei (or)(z) :=
o(ra) fir x € P, wird Homg(P, N) zu einem R-Modul.

(ii) Homg(M ®gr P,N) 2 Homgr(M, Homg(P, N)).
Die Aussage (iii) wird oft als Hom-Tensor-Adjungiertheit bezeichnet.

Beweis. Die S-Modulstruktur auf M ®p P ist gegeben durch die Multiplikation s-(m ® p) :=
m @ (sp). Die Modulaxiome lassen sich damit leicht nachweisen. Um (ii) zu beweisen bemerken
wir, dass diese Multiplikation wohldefiniert ist, da P ein R-S-Bimodul ist und somit rz € P fiir
x € P, r € R gilt.

Sei nun ¢ € Homg(M ®pg P, N). Dann ist die durch m — (P — N,p — ¢(m ® p)) definierte
Abbildung P — N ein Element von Hompg(M, Homg(P, N)). Die dadurch definierte Abbildung

Homg(M @g P,N) 2 Homp(M, Homg(P, N))

ist S-linear. Umgekehrt ist fiir ¢ € Homgr(M, Homg(P, N)) die durch m ® p — (¢(m))(p) indu-
zierte Abbildung M ® g P — N S-linear, also ein Element von Homg(M ®g P, N). Die dadurch
gegebene Abbildung

Homp(M, Homg(P,N)) % Homg(M ®g P, N)

ist S-linear und die kanonischen Abbildungen iy und 4o sind zueinander invers. Also ist insbeson-

dere 47 ein Isomorphismus und es gilt (iii). O

Korollar 4.4.2. Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, M ein R-Modul und N ein S-Modul.
Dann gilt:
Homg(M ®r S, N) = Homp(M, NT).

Dabei bezeichne N® den S-Modul N aufgefasst als R-Modul via .
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Beweis. Wir kénnen S durch die Multiplikation 7 - s := ¢(r) - s als R-S-Bimodul auffassen und
erhalten somit nach Lemma [4.4.1iii) Homg(M ®r S, N) =2 Hompg(M, Homg(S, N)). Dabei wird
Homg (S, N) einerseits als R-Modul aufgefasst, andererseits gilt Homg(S, N) = N und damit die
Behauptung. O

Wir konnen dieses Lemma jetzt auf den Frobeniushomomorphismus ¢ : R — R anwenden und

erhalten folgenden Isomorphismus:

Korollar 4.4.3. Seien ¢ : R — R der Frobeniushomomorphismus und M,N R-Moduln. Dann gilt:
Homp(M ®r R?,N) =2 Homgr(M,N¥)

Wobei die linke Menge Homomorphismen von Linksmoduln und die rechte Hom-Menge Homomor-

phismen von Rechtsmoduln enthdlt.

Beweis. Als Linksmodul gilt R = R” und als Rechtsmodul ist N aufgefasst als R-Modul via ¢,
gerade N¥ ohne seine Linksmodulstruktur. Damit folgt die Behauptung aus dem letzten Korollar.
O

Wir wollen nun noch auf die Kompabilitdt des Tensorprodukt mit der direkten Summenbildung

aufmerksam machen und auf die daraus resultierenden Vertauschbarkeitsaussagen.

Bemerkung 4.4.4 (siehe Bemerkung 1.2.19 in [Hel09a]). Seien R ein Ring und M,N,P R-Moduln.
Dann gilt
(M®N)®r P2 (M ®rP)® (N ®gP).

Ist P ein endlicher freier R-Modul, also P = R, dann gilt insbesondere
(i) Homg(P,N) = Homgr(R*,N) 2 N* 2 (R@r N)* 2 RF@pr N =2 P®r N und

(ii) Homp(M,P ®r N) = Homgp(M,N*) = (Homgr(M,N))* 2 P®r Homr(M,N).

4.5 Der Isomorphismus F(D(H4(R))) = D(HY(R))

Es ist uns nun mdoglich zu zeigen, dass die Moduln D(H?#(R)) eine F-Modul-Struktur besitzen.
Allgemeiner gilt sogar, dass fiir einen F-Modul M sein Matlis-Dual D(M) = Hom(M, E) auch ein
F-Modul ist.

Satz 4.5.1. Sei (R,m,k) ein kompletter regulirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, der
seinen perfekten Residuenkorper k = R/m enthdlt und sei M ein R-Modul. Dann gibt es einen

Isomorphismus
D(F(M)) = Homg(R?Y @ M,E(R/m)) 2 R¥® D(M) = F(D(M)).

Beweis. Da R ein regulirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 ist, ist nach Satz der
Frobeniushomomorphismus R 2 R flach und damit ist nach |4.3.10| R¥ also ein endlich erzeugter,
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freier R-Modul. Es gilt dann:

D(F(M)) = Hompg(F (M), E(R/m))
= Homp(R?Y ® M, E(R/m))
=~ Homg(R?, Homg(M, E(R/m)))
= Hompg(R?,D(M))
~ R¥ @ D(M)
= F(D(M))

Dabei gilt die erste Isomorphie wegen der Hom-Tensor-Adjungiertheit aus Lemma [4.4.1](iii). Die
zweite Isomorphie gilt, da R¥ endlich und frei ist, nach Bemerkung [£.4.4] O

Korollar 4.5.2. Sei (R, m,k) ein kompletter requlirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, der
seinen perfekten Residuenkirper k = R/m enthdlt und sei M ein F-Modul. Dann gibt es einen

Isomorphismus:
D(M)=Homgr(M,E(R/m)) > R¥Y® D(M)=F(D(M)).
Insbesondere ist das Matlis-Dual D(M) eines F-Moduls M selbst wieder ein F-Modul.

Beweis. Da M ein F-Modul ist, gilt die Isomorphie M = F(M). Zusammen mit dem Isomorphis-
mus aus Satz [£.5.1] liefert das die Behauptung. O

Damit kénnen wir unser Hauptergebnis iiber die F-Modul-Struktur der Matlis-Duale D(H?(M))

mit einem F-Modul M formulieren.

Korollar 4.5.3. Sei (R, m, k) ein kompletter requlirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, der
seinen perfekten Residuenkirper k = R/m enthdlt und M ein F-Modul. Sei auferdem I C R ein
Ideal und i € N. Dann besitzen die Matlis-Duale D(H:(M)) eine F-Modul-Struktur.

Beuweis. Nach Satz sind die Moduln H}(M) F-Moduln. Damit folgt die Behauptung aus Satz
4.0.2 O

Korollar 4.5.4. Sei (R, m,k) ein kompletter requldrer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, der
seinen perfekten Residuenkérper k = R/m enthalt. Sei auferdem I C R ein Ideal und n € N.
Dann sind die Moduln D(H%(R)), also die Matlis-Duale bestimmter lokaler Kohomologiemoduln,
F-Moduln.

Beweis. Dies folgt aus dem letzten Korollar, da R als Modul iiber sich selbst ein F-Modul ist. [
Wegen Satz beschreibt dieses Korollar gerade die folgende Situation:

Beispiel 4.5.5. Sei k ein perfekter Kérper positiver Charakteristik und R = K[[ X1, ..., X,]] der
Potenzreihenring iber k in den Variablen Xi...,X, und I C R ein Ideal. Dann besitzen die
Moduln

D(H(K[X1, ..., X,]])

eine F-Modul-Struktur.
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4.6 F-Modul-Struktur von Ep(k)

Die F-Modul-Struktur der Matlis-Duale D(M) fiir beliebige F-Moduln M liefert uns nun als
Folgerung einen neuen Beweis fiir die F-Modul-Struktur der injektiven Hiille des Residuenkdrpers.

Lemma 4.6.1 (Prop. 11.3.in [eaQ7]). Sei (R, m) regulirer lokaler Ring. Dann ist R ein Gorenstein-
Ring.

Beweis. Da R regulér ist, ist der Ring von endlicher globaler homologischer Dimension, d.h. es
gilt
globdim R =n < co.

Alsoist Exty(—, M) = 0 fiir i > n und beliebige R-Moduln M. Damit gilt aber auch Extly(—, R) =
0 fiir ¢ > n und das bedeutet inj dim R < co. O

Die folgende Bemerkung liefert uns nun als Folgerung den erwiinschten Isomorphismus und somit
einen ersten Beweis fiir die F~-Modul-Struktur der injektiven Hiille £ eines reguliren lokalen Ringes
der Charakteristik p > 0.

Bemerkung 4.6.2. In Abschnitt[2.3 haben wir gezeigt, dass im Falle eines Gorenstein-Ringes ein
enger Zusammenhang zwischen der injektiven Hiille von k und einem gewissen lokalen Kohomo-
logiemodul besteht. Genauer hatten wir gesehen, dass fir einen lokalen Gorenstein-Ring (R, m,k)

der Dimension d die lokale Dualitdt Folgendes liefert:

0 fiir i # d,

HY(R) =
n() Er(k) firi=d.

Korollar 4.6.3. Sei (R,m) lokal, Gorenstein, d-dimensional und von positiver Charakteristik
p > 0. Dann besitzt die injektive Hille E := E(R/m) des Restklassenkérpers eine F-Modul-
Struktur. Es gilt also

EXF(E)=R*QE.

Beweis. In Abschnitt hatten wir gezeigt, dass die lokalen Kohomologiemoduln H} (R) F-
Moduln sind, d.h es existiert ein Isomorphismus F(H3 (R)) = Hj(R). Insbesondere gilt also auch
F(HZ(R)) = HZ(R) und somit wegen Bemerkung auch F(Er(K)) = Er(K). O

Wir wollen dasselbe Ergebnis jetzt noch einmal aus Satz [£.5.1] folgern. Es sei daran erinnert, dass
der einzige Unterschied darin besteht, dass wir jetzt einen kompletten Ring voraussetzen, der
seinen perfekten Residuenkdrper enthélt. In diesem speziellen Fall erhalten wir also einen neuen

einfacheren Beweis fiir die letzte Aussage.

Satz 4.6.4. Sei (R,m,k) ein kompletter regulirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, der
seinen perfekten Residuenkdrper k = R/m enthalt. Dann besitzt die injektive Hille E := E(R/m)
eine F-Modul-Struktur. Es gilt also

ExXF(E)=R*QE.
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Beweis. Da der Ring R selbst ein F-Modul ist (siehe Beispiel , gilt einerseits:
E >~ Homg(R,E) = D(R) 2 D(F(R)).
Andererseits gilt:
F(E) = F(Homg(R, E)) = F(D(R)).
Die Behauptung folgt nun direkt aus Satz O
An dieser Stelle wollen wir noch bemerken, dass sogar alle injektiven R-Moduln F-Moduln sind.

Lemma 4.6.5. Sei R ein Gorenstein-Ring der Charakteristik p > 0 und sei I ein injektiver
R-Modul. Dann gilt:
F(I)=1.

Insbesondere sind also alle injektiven R-Moduln auch F-Moduln.
Beweis. [HS93|, Proposition 1.5]. O

Wir kénnen nun die F-Modul-Struktur der injektiven Hiille E(R/m) bzw. den Isomorphismus
E = F(E) benutzen, um zu erreichen, dass die Isomorphismen aus Abschnitt [£.5] sogar funktoriell

und natiirlich werden.

Korollar 4.6.6. Sei (R, m,k) ein kompletter requldrer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, der
seinen perfekten Residuenkérper k = R/m enthdlt und sei M ein R-Modul. Dann gibt es einen

natirlichen und funktoriellen Isomorphismus
7: D(F(M)) = Homg(R¥ @ M,E(R/m)) = RY @ D(M) = F(D(M)).
Beweis. Betrachten wir die natiirliche Abbildung
O = F(D(M)) = F(Homp(M, E)) — Hompg(F (M), F(E)),

so konnen wir feststellen, dass dies wegen E = F(F) und Satz ein Isomorphismus ist. Wir

konnen die Isomorphie auch durch die folgende Gleichung angeben.

D(F(M)) = Homg(F (M), E(R/m))
= Homp(F(M),F(E(R/m)))
= Hompg(R? ® M, R¥ @ E(R/m))
~ Homp(M, R? @ E(R/m)))
~ RY @ Homp(M, E(R/m))
= R?® D(M)
= F(D(M))

M
M

Dabei gilt die erste Isomorphie wegen E = F(FE), die zweite nach Korollar und die dritte
Isomorphie gilt, da R¥ endlich erzeugt und frei ist, nach Bemerkung [£.4.4] O

Verzichten wir auf die Perfektheit von R/m, so kdnnen wir zumindest noch fiir Moduln von end-

licher Darstellung oder artinsche Moduln die Existenz eines solchen Isomorphismus zeigen.
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Satz 4.6.7. Sei (R,m,k) ein kompletter regularer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und
sei M ein artinscher R-Modul oder ein R-Modul von endlicher Darstellung. Dann gibt es einen

natirlichen und funktoriellen Isomorphismus
7: D(F(M)) — F(D(M)).

Beweis. Im Fall, dass M artinsch ist, folgt die Behauptung aus [Lyu97, Lemma 4.1]. Sei also M von
endlicher Darstellung. Da R regulér ist folgt aus Satz dass der Frobeniushomomorphismus
flach ist. Damit folgt aus [Eis04, Prop. 2.10], dass die natiirliche Abbildung

Oy 2 F(D(M)) = F(Homgr(M, E)) — Homg(F(M),F(E))

ein Isomorphismus ist. Da R auch lokal ist, ist er insbesondere Gorenstein und somit gilt nach
Korollar E = F(FE). Eine Kombination dieser beiden Isomorphismen liefert die Behauptung.
O

Zusammenfassend gilt also das Folgende:

Satz 4.6.8. Sei (R,m,k) ein kompletter regqulirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0. Dann
gilt:

(i) Sei M ein artinscher R-Modul oder von endlicher Darstellung. Dann gibt es einen funktori-
ellen Isomorphismus
™ D(F(M)) — F(D(M)).

(ii) Ist k C R und perfekt, so ist die obige Abbildung Tps fiir beliebige R-Moduln M ein funktori-

eller Isomorphismus.

Ist M insbesondere ein F-Modul, so ist also D(M) wieder ein F-Modul.

Beweis. Die Aussage (i) folgt mit Satz und (ii) mit Satz O

4.7 Weitere Isomorphismen

Sei nun (R, m,k) ein kompletter regulérer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und sei k C R

perfekt. Wir haben gerade gesehen, dass es dann eine natiirliche Aquivalenz zwischen dem Funktor
DoF : R-mod — R-mod

und dem Funktor
FoD : Rmod — R-mod

gibt. Dies wollen wir jetzt benutzen, um noch weitere Isomorphismen abzuleiten. Insbesondere
werden wir die Beschreibung der lokalen Kohomologiemoduln als direkten Limes von gewissen
Ext-Moduln aus Kapitel [2| benutzen, um nochmals zu sehen, wie diese Moduln ihre F-Modul-
Struktur erhalten. Zu Beginn sei an die folgenden FEigenschaften des Frobenius-Funktors F aus

Kapitel [3] erinnert.
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Bemerkung 4.7.1. [siche Bemerkung Fiir den Frobeniusfunktor F : R-mod — R-mod,
M — R? Q@r M gilt:

(i) F vertauscht mit direkten Limites, es gilt also F(lim M;) = lim F(M;).
— —
(i) Fiir R-Moduln N, M, wobei M endlich erzeugt ist, und i € N gilt

F(Extly (M, N)) = Bxt'o(F(M), F(N)).

(i4i) Fiir ein Ideal I C R gilt: F(R/I) = R/IP).

Diese Eigenschaften konnen wir mit Satz[2.1.11| kombinieren und erhalten eine weitere Konstrukti-
on der F-Modul-Struktur auf den Matlis-Dualen der lokalen Kohomologiemoduln H(M) fiir einen
F-Modul M. Dabei wird insbesondere nochmals deutlich, wie die lokalen Kohomologiemoduln ihre
F-Modul-Struktur erhalten (Vgl. Abschnitt [3.3).

Korollar 4.7.2. Sei (R,m,k) ein kompletter requldrer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und
sei k perfekt. Sei auflerdem I C R ein Ideal und M ein F-Modul. Dann gilt

F(D(H}(M))) = D(lim Eaty(R/(IP", M))).
t
Insbesondere gilt also

F(D(H}(M))) 2= D(H}(M)).

Beweis. Nach Satz [4.6.8 vertauscht der Frobeniusfunktor mit dem Matlis-Dual und nach Satz

2.1.11 gilt Hj(M) = lim(EBxtz(R/I*, M)). Damit gilt aber

F(D(H}(M))) = F(D(h%)n(ExtR(R/It M))))
= D(F(lim(Exty(R/I', M))))
& D(]-'(h;>n(E:Et’ (R/I¥), M))))
~ D(th;(tf(Ext’ (R/I¥) M))))

1%

D(lim(Exty(F(R/IPT), F(M))))
D(lim(Eats(R/IP1 M))).

—
t

1%

Dabei gelten die letzten Gleichungen, bzw. Isomorphismen, wegen Bemerkung [£.7.1]und der dritte
Isomorphismus, also
limy(Batly(R/ 1%, M)) & lim(Eatly (R/19), 1)),
t t

gilt, da die Frobenius-Exponenten koendlich in den gewdhnlichen Idealpotenzen sind. Weitere
Details zu diesem Argument finden sich in [ea07, Remark 7.9]. Der zweite Teil der Behauptung
gilt, da

lim(Exty(R/ (1P, M))) = lim(Eath(R/I, M)).

=
t t
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Betrachtet man den letzten Beweis nochmals genauer, so sieht man, dass man auch die folgenden
Isomorphismen hat.

F(D(H}(M)))

1%

F(D(lim(Exty(R/T', M))))
= D(F(lim(Eatiy(R/I', M))))

t

Il

D(lim(F (Batp(R/I', M))))

1%

D(lim(Baty(F(R/I'), F(M))))
D(lim(Exts(R/(IYHPL M))).

—
t

Il

Damit gilt also wegen des letzten Korollars

D(lim(Eaty(R/(I)P, M))) = D(tim(Eaty(R/I', M))).

Ist nun H{(M)) endlich erzeugt oder artinsch, so liefert uns die Matlis-Dualitét das Folgende.

Korollar 4.7.3. Sei (R, m,k) ein kompletter requldrer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, und
sei k perfekt. Sei auflerdem I C R ein Ideal und M ein F-Modul, so dass Hi(M) endlich erzeugt

oder artinsch ist. Dann gilt

lim(Exty(R/ (1P, M)) = lim(Exty(R/I', M)).

Beweis. Wegen Korollar und Bemerkung gilt

D(lim(Exty(R/ (1, M) 2 D(lim(Extyp(R/I', M))).
t t
Eine Anwendung des Matlis-Funktors D auf diese Gleichung liefert somit

D(D(lim(Extyp(R/(1)¥, M)))) 2 D(D(lim(Exty(R/I', M))))

und die Behauptung folgt damit aus Satz [2.2.34) da die Argumente jeweils isomorph zu H%(M)
sind (wegen lim (Exty(R/(I')¥1, M)) = F(H;(M)) = Hj(M)). O

Wir wollen nun noch eine Beschreibung der Matlis-Duale D(H:(R)) als gewisse inverse Limites
angeben. Insbesondere erhalten wir dadurch ein Beispiel fiir einen inversen Limes, der ein F-Modul
ist. Es sei daran erinnert, dass unser Ring (R, m) als regulérer lokaler Ring ein Gorenstein-Ring
ist. Insbesondere wird damit die lokale Dualitét aus Abschnitt 2.4 anwendbar und es gilt somit
sogar fiir einen endlich erzeugten R-Modul M (siehe Satz

Hi (M) = Dgr(Exty (M, R)).

Dabei sei d die Dimension von R. Wir kénnen dies nun auf M = R/I* fiir ein Ideal I C R und
k € N anwenden und erhalten somit

HE'(R/I") = DR(Eaty(R/I*, R)).

Wir bemerken nun auferdem, dass der Matlis-Funktor direkte Systeme in inverse Systeme {iber-
fihrt.
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Bemerkung 4.7.4. Sei R ein noetherscher Ring und {M;, @3} ein direktes System von R-Moduln.
Dann gilt

D(hlg M;) = lim D(M;).
Dieser Isomorphismus existiert, da allgemein fiir den kontravarianten Hom-Funktor Hompg(—, N)
fiir einen R-Modul N das Folgende gilt (siehe z.B. [Rot08| Prop. 5.26]

Hompg(lim M;, N) = lim Homp(M;, N).

(3 K

Wir kénnen damit die folgende Beschreibung der Moduln D(H(R)) angeben.

Satz 4.7.5. Sei (R,m,k) ein reguldrer lokaler Ring der Dimension d und I C R ein Ideal. Dann
gilt
(i) A |
D(H}(R)) = lim(Hg ™" (R/I")).
k
(ii) Ist R aufSerdem komplett, char R = p > 0 und k C R perfekt, dann gibt es einen Isomor-

phismus

¢ F(lim(HE (R/T*) — lm(HE (R/TY)).
k k

Insbesondere ist &nk(Hﬁ_i(R/Ik)) also ein F-Modul.

Beweis. Wegen der letzten Bemerkung und dem lokalen Dualitétstheorem haben wir

D(H}(R)) = D(limy(Exty(R/I", R)))
k

(D(Extp(R/I*, R)))

Il

=)

li

dl

I

B

lim(Hg ™" (R/1Y)),

dl

und damit also (i) gezeigt. Nach Korollar haben wir einen Isomorphismus
v« D(H[(R)) — F(D(H}(R))).
Zusammensetzen mit dem Isomorphismus aus (i) liefert die Behauptung. O

Dieses Ergebnis wurde schon von Hellus in [Hel07b] dazu benutzt, um diese speziellen Matlis-Duale
in Charakteristik Null mit einer D-Modul-Struktur zu versehen. Wir werden diese Konstruktion in
Kapitel [f|noch genauer untersuchen. Andererseits werden wir in Kapitel [7] sehen, dass in positiver
Charakteristik jeder F-Modul auch eine D-Modul-Struktur besitzt. Dort kénnen wir dann analog
zu Hellus in [Hel07h] die obige Beschreibung der Moduln D(H{(R)) benutzen, um die D-Modul-
Struktur in Charakteristik p > 0 zu konstruieren. Insbesondere stellt sich dann heraus, dass die
D-Modul-Struktur in positiver Charakteristik auf ganz dhnliche Art und Weise gegeben ist, wie
in Charakteristik Null.
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4.8 Verallgemeinertes Matlis-Dual fiir Quasi-#-Moduln

Wir haben in den letzten Abschnitten gesehen, dass der Matlis-Funktor D : R-mod — R-mod
fiir einen kompletten lokalen Ring, der seinen perfekten Residuenkdrper enthilt, auch ein Funktor
Dy: F-mod — F-mod auf der Kategorie der F-Moduln ist. Im Folgenden wollen wir dies noch

weiter verallgemeinern und einen Funktor
D chofinite — ffinite

von der Kategorie der Quasi-F-Moduln (siehe Defininition , die als R-Moduln artinsch sind,
in die Kategorie der F-endlichen Moduln definieren. R sei dabei immer ein Ring der Charakteristik
p > 0. Wir folgen dabei Blickle in [Bli01], der diesen Funktor konstruiert, um Dualititsaussagen
fiir Quasi-F-Moduln zu untersuchen. Er wurde schon von Lyubeznik in [Lyu97| definiert, um die
Struktur von artinschen Quasi-F-Moduln zu untersuchen. Ist der Residuenkérper des kompletten

regulédren lokalen Ringes (R, m,k) perfekt, so erhalten wir sogar einen Funktor
D : QF-mod — F-mod

Sei also (R, m,k) ein kompletter regulérer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und sei (M, )
ein Quasi-F-Modul, der endlich erzeugt oder artinsch ist, oder k C R sei perfekt, dann liefert die

Anwendung des Matlis-Funktors D(—, E) auf den Strukturmorphismus von M, zusammen mit
dem Isomorphismus 7 aus Satz bzw. aus Satz , falls k perfekt ist, eine Abbildung

D(B)
—

0: D(M) D(F(M)) 2% F(D(M)).

Damit kénnen wir nun den folgenden Funktor definieren.

Definition 4.8.1. Sei (R, m,k) ein kompletter requlirer lokaler Ring positiver Charakteristik mit
k C R und sei (M, ) ein Quasi-F-Modul (endlich erzeugt oder artinsch als R-Modul, falls k nicht
perfekt). Sei v := mp 0 D(B). Dann ist

F(v)
R

D(M) := lim (D(M) - F(D(M)) FADM)) — ...)

ein von vy erzeugter F-Modul. Auf der genannten Klasse von Moduln (bzw. Ringen) definiert diese

Konstruktion einen exakten Funktor.

Die Exaktheit ist dabei klar, da der Matlis-Funktor und die direkte Limesbildung exakte Funkto-
ren sind. Ist der Modul M sogar ein F-Modul, also v ein Isomorphismus, so besteht das direkte
System nur aus einem Objekt und es gilt dann ©(M) = D(M). Falls M artinsch ist, so ist wegen
der Matlis-Dualitiit (siehe Abschnitt D(M) endlich erzeugt und (M) ist sogar F-endlich.
Ist auflerdem S noch surjektiv, so ist v injektiv und damit D(M) sogar eine Wurzel von ©(M).

Wir wollen nun als wichtiges Beispiel das verallgemeinerte Matlis-Dual des obersten lokalen Koho-
mologiemoduls HZ (R/I) eines Quotienten des kompletten reguliiren lokalen Ringes R untersuchen.
Dabei ist zu beachten, dass HZ (R/I) im Allgemeinen kein Fr-Modul ist, uns das verallgemeinerte
Matlis-Dual ®(HZ(R/I)) jedoch einen Fr-endlichen Modul liefern wird.



KAPITEL 4. DIE F-MODUL-STRUKTUR VON D(Hi(R)) 65

Beispiel 4.8.2. Sei (R, m,k) ein kompletter requldrer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 der
Dimension n. Sei auflerdem I C R ein Ideal mit height] = n—d = ¢ und S := R/I. Dann
ist S ein Ring der Dimension d und der lokale Kohomologiemodul HE (S) ist als S-Modul nach
Satz sogar ein Fs-Modul. Aufgefasst als R-Modul ist H. (S) allerdings im Allgemeinen kein

Fr-Modul mehr, sondern nur noch Quasi-Fr-Modul mit dem Strukturmorphismus
B R? @n HL(R/T) — HL(R/T).

Diese Abbildung ist dquivalent zu der von der Projektion R/I[p] — R/I induzierten Abbildung
unter der Identifikation von R¥ ®@r HL(R/I) mit H.(R/IP)). Nach Definition ist ®(H: (R/I))

der Limes des direkten Systems
D(HE(R/1)) = D(Hy(R/1)) — D(HL(R/17)) — ..

Wir kénnen nun die lokale Dualitit fiir komplette, lokale Gorenstein-Ringe aus Bemerkung [2.7.7
benutzen, da R als regulirer lokaler Ring nach Lemma[.6.1] ein Gorenstein-Ring ist. Wir erhalten

einen Isomorphismus von direkten Systemen
D(HL(R/T)) —— D(HL(R/TW) —— D(HL(R/IPT) —— ...
Ext (R/I,R) —— Bzt '(R/IP, R) —— Bt {(R/IP'] R) —— ...

Dabei sind die Abbildungen im unteren System auch von den natirlichen Projektionen induziert.
Damit haben wir (siehe z.B [eall7, Remark 7.9] fir die letzte Isomorphie)

— —

D(H!(R/I)) = lim D(H (R/TP"]) = lim Eat?{(R/IP) R) = lim Ext?*(R/I", R)
k k k

und kdnnen damit insgesamt folgendes Ergebnis formulieren.

Satz 4.8.3. Sei (R,m,k) ein kompletter requlirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, wobei
k C R perfekt ist und dim R = n. Sei auflerdem I C R ein Ideal von R der Hohe c = n —d. Dann
gilt

D(Hy(R/1) = H{ 7' (R)

als F-Moduln. Es gilt also insbesondere fiir den hiochsten lokalen Kohomologiemodul
D(Hy(R/I)) = Hi(R).
Beweis. Nach Satz gilt

lim Eat}, " (R/1", R) = H}'(R)
k

und zusammen mit den obigen Beobachtungen folgt die Behauptung. O

Insbesondere sehen wir also noch einmal, dass fiir einen artinschen Quasi-F-Modul M das ver-
allgemeinerte Matlis-Dual D (M) sogar einen F-endlichen Modul liefert, da die Moduln H: (R/I)
nach Satz artinsch sind und der Modul ®(M) = H}*(R) nach Satz F-endlich. Die
F-Endlichkeit von D (M) fiir einen Quasi-F-Modul M ist also eine notwendige Bedingung dafiir,
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dass M selbst artinsch ist. Damit ldsst sich die Frage aus Abschnitt — Wann ist ein lokaler
Kohomologiemodul H#(M) artinsch? — auch in Fragen iiber die F-Endlichkeit gewisser verall-
gemeinerter Matlis-Duale formulieren. Diesen Zusammenhang werden wir in Kapitel [§] nochmals

aufgreifen, um einen Ausblick auf mogliche weitere Forschungsansitze in diesem Gebiet zu geben.

In Abschnitt 2-4 hatten wir eine Verallgemeinerung der lokalen Dualitiit besprochen, die von Hellus
in [Hel07b] formuliert wurde. Wir wollen dies jetzt benutzen, um das verallgemeinerte Matlis-Dual
® in weiteren Féllen genauer untersuchen zu koénnen. Im obigen Beispiel hatten wir die lokale
Dualitéit benutzt, um Moduln der Form D (H{ (R/I)) genauer beschreiben zu kénnen. Die von
Hellus erlangten Ergebnisse kénnen wir jetzt nutzen, um in Spezialfillen auch verallgemeinerte
Matlis-Duale der Form ®(H:(R/I)) niiher beschreiben zu kénnen.

Satz 4.8.4. Sei (R, m,k) ein kompletter requlirer lokaler Ring der Charakteristikp > 0 mitk C R
perfekt und seien I,a C R Ideale von R. Sei auferdem h € N, so dass H,(R) # 0 < [ = h. Dann
gilt firi € {0,...,h}

D(Hy ' (R/I)) = Hy(D(Hg (R))).

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt nach Satz [2.4.11
D(Hy™ (R/10")) 2 Batiy(R/IP"), D(H](R))).

Damit haben wir

8

O(H!(R/I)) = lim D(H!(R/1"")))

!

B S

1%

lim Extly(R/IP"), D(H!(R)))

I
3 =

(D(H{ (R))).

In [PS73|] wurde von Peskine und Szpiro das folgende Resultat bewiesen:

Satz 4.8.5. Sei R ein reguldrer Integrititsbereich der Charakteristik p > 0 und sei a C R ein
Ideal von R, derart, dass R/a ein Cohen-Macaulay-Ring ist. Dann gilt

H.(R)=0 fiiri# height a.
Beweis. [PST3, Proposition I11.4.1]. O
Wir konnen die beiden letzten Sitze nun kombinieren und das Folgende formulieren:

Satz 4.8.6. Sei (R,m,k) ein kompletter regulirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 mit
k C R perfekt und seien I,a C R Ideale von R. Sei aufSerdem R/a Cohen-Macaulay. Dann gilt fir
1€40,..., heighta}

D(HM (R T)) = HY(D(H(R))).
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Beweis. Da R reguldr und lokal ist, ist er ein Cohen-Macaulay-Ring und ein Integritétsbereich
(siehe [eaO7, 11.3; 11.10] und [ea07, 8.18]), und somit gilt

height a = depthgr(a, R).
Es gilt also H2“9" ®(R) # 0 und wegen Satz gilt insgesamt sogar
H!(R) # 0 <= i = height a.
Damit folgt die Behauptung aus Satz O

Zum Ende dieses Abschnittes wollen wir einen Algorithmus besprechen, um zu bestimmen, ob
Hi(R) = 0 gilt. Dieser Algorithmus wurde von Lyubeznik in [Lyu97] angegeben und das obige
Beispiel gibt Anlass dazu, diesen noch einmal genauer zu betrachten.

Sei also R ein regulédrer Ring von positiver Charakteristik p und I C R ein Ideal. Wir haben oben
gesehen, dass
Hi(R) = lim Exty(R/IP") R)

—
n

gilt, wobei die Abbildungen zwischen den Ext-Moduln durch die Projektionen R/I[pk“] — R/I[pk]
induziert werden. Die Komposition dieser Abbildungen liefert uns R-Modulhomomorphismen

B : Exti(R/I,R) — Extiy(R/IP).

Da nun R noethersch ist, wird die Folge ker 51 C ker B2 C ... stationdr und es gilt ker 3, =
ker B4+ filir ein » € N. Damit gilt

Hi(R) = 0 <= ker 8, = Extz(R/I, R).
Sei nun R zusétzlich komplett und lokal mit maximalem Ideal m, dann gilt nach Beispiel
H§{(R) =0 <= D(HL(R/I)) =0

und die rechte Seite verschwindet genau dann, wenn es ganz analog zu oben einen Homomorphis-

mus

aw : D(HL(R/I)) — D(H(R/IP')Y)

gibt, der der Nullmorphismus ist. Wegen der Dualitit ist dies aber dquivalent dazu, dass einer der

Homomorphismen

ar: R @p HL(R/T) = HE(R/IPY — H(R/T)
rQh— rcpk(h)

gleich Null ist, was bedeutet, dass ein k € N existiert, so dass die k-te Potenz des Frobenius-
homomorphismus auf Hd(R/I) der Nullmorphismus ist. Dies konnte von Lyubeznik noch weiter
verallgemeinert werden, indem die lokale Dualitdt durch die einfachere Matlis-Dualitét ersetzt

wurde. Es gilt sogar das Folgende.
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Satz 4.8.7. Sei (R, m) ein reguldrer lokaler Ring positiver Charakteristik p der Dimension n und
sei I C R ein Ideal. Dann gilt HY(R) = 0 genau dann, wenn fir geniigend grofes k € N die k-te
Frobeniusiteration

¢": Hy '(R/T) — Hy '(R/1)

gleich Null ist, also falls ©* =0 fiir k> 0 gilt.

Beweis. [eal7, Theorem 22.1]. O



Kapitel 5

Uber die koassoziierten Primideale
von H}(R)

Im folgenden Kapitel wollen wir uns mit den assoziierten Primidealen der Matlis-Duale von lokalen
Kohomologiemoduln, genauer mit der Menge Assp D(HE(R)), beschiftigen. Wir werden damit
beginnen, unser Interesse an diesen speziellen Idealen durch Beispiele zu motivieren und kommen

zundchst zur Definition eines assoziierten Primideals.

Definition 5.1 (assoziierte Primideale). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann heifft ein

Primideal p € Spec R assoziiert zu M, falls ein m € M existiert, so dass
Anng(m)=1p
gilt. Mit Assg M bezeichnet man die Menge aller assoziierten Primideale von M.

Bemerkung 5.2. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und p € Spec R. Dann gilt:
p € Assg M < 3 R-Monomorphismus R/p — M.

Ein wichtiges Konzept in der algebraischen Geometrie sind die sogenannten mengentheoretisch
vollstandigen Durchschnitte. Dabei handelt es sich grob gesagt um Varietdten V (im affinen oder
projektiven Raum iiber einem Korper k), die durch codim(V') viele Gleichungen ausgeschnitten
werden konnen. Im Allgemeinen wird die Anzahl der notigen Gleichungen fiir eine durch ein Ideal
I gegebene Varietét als arithmetischer Rang des Ideals bezeichnet. Es wird sich herausstellen, dass
ein enger Zusammenhang zwischen dem arithmetischen Rang eines Ideals und reguldren Folgen auf
den Matlis-Dualen bestimmter lokaler Kohomologiemoduln besteht. Diese reguliren Folgen stehen

dann wiederum in Zusammenhang mit den assoziierten Primidealen dieser Kohomologiemoduln.

Definition 5.3 (mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt). Sei R ein kommutativer noe-
therscher Ring und I C R ein Ideal von R. Dann heifst I mengentheoretisch vollstandiger
Durchschnitt genau dann, wenn I — bis auf Radikal — von genau height(I) vielen Elementen
erzeugt werden kann. Also genau dann, wenn gilt ara(I) = height(I). Dabei bezeichnet ara(I) den
arithmetischen Rang von I, also die minimale Anzahl von Erzeugern — bis auf Radikal — von I,
und height(I) bezeichnet die Hohe des Ideals I.

69
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Bemerkung 5.4. Nach dem verallgemeinerten Krullschen Hauptidealsatz gilt stets die Unglei-
chung ara(I) > height(I) und auferdem wissen wir, dass fiir die lokale Kohomologie H¥(R) = 0
gelten muss fir alle k > ara(I) (siehe z.B. [Kun97, 5.4], [BS08, 3.3.3]).

Damit haben wir also fiir ein Ideal I mit height(I) = h:
I ist mengentheoretisch vollstdndiger Durchschnitt <= 3ry,...,r, € R : VI=y (r1,...,rn)R.

Beispiel 5.5. Sei k ein Korper, d € N, d > 3, und bezeichne P} den n-dimensionalen projektiven
Raum iber k. Betrachten wir dann die projektive, glatte Kurve Cy, definiert als das Bild unter der
Abbildung

Pl — P, (u:v)— (u?:u? o wwd ! od),

so ist bekannt, dass Cs mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt ist. AufSerdem konnte gezeigt
werden (siehe [Har79] oder auch in [BSR81l]), dass im Falle chark > 0 die Kurve Cy fiir alled > 3
mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt ist. Im Falle chark = 0 ist die Frage véllig offen,
sogar fir die Kurve Cy ist ungekldart, ob sie vollstindiger Durchschnitt ist, oder nicht. Cy ist die

beriihmte Macaulay-Kurve.

Betrachten wir den Fall ara(l) < 1 (siehe [Hel05bl, Einleitung], [HelO5a]). Als erstes stellen wir fest,
dass dann notwendigerweise 0 = H?(R) = H?(R) = ... gelten muss. Die umgekehrte Implikation
ist im Allgemeinen aber falsch (siehe [HS07, 2.1] fiir ein Gegenbeispiel). Wir haben aber

ara(I) <1+=0=H?(R) = H}(R)=... und 3f € I : f operiert surjektiv auf H}(R)

und somit haben wir fiir ein Ideal I eines noetherschen lokalen Ringes (R,m) mit 0 = H#(R) =
H}(R) = ... die folgende Aquivalenz

VI = \/fR <= f operiert surjektiv auf H}(R)
<= f operiert injektiv auf D(H}(R))

—=I¢ U p.

p€Assp(D(H](R)))

Die assoziierten Primideale der Matlis-Duale D(H%(R)) liefern uns Informationen dariiber, welche
Elemente injektiv auf ihnen operieren. Damit wiederum erhalten wir mit der obigen Aquivalenz
Informationen dariiber, ob wir vom Verschwinden der lokalen Kohomologie auf den arithmetischen
Rang des Ideals schliefsen kénnen und somit weiter ob es sich um einen vollstéindigen Durchschnitt
handelt oder nicht. An dieser Stelle wollen wir noch erwahnen, dass Ideale, die von reguliren Fol-
gen (siehe Definition erzeugt werden, immer mengentheoretisch vollstindige Durchschnitte
bilden (siehe z.B [Kun97, Korollar 6.14]).

Bemerkung 5.6. Sei R ein noetherscher Ring. Dann erzeugt jede regulire Folge (f1,..., frn) aus
R einen mengentheoretisch vollstindigen Durchschnitt I = (f1,..., fn)R, es gilt also height(I)

= h. Damit haben wir fiir ein Ideal I von R:

3 reguldre Folge fin R : VI = fR = I ist mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt.
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Diese Idee konnte von Hellus in [Hel05b] und in [Hel09b] verallgemeinert werden und es gilt
insgesamt der folgende Satz. Dabei erkennt man, welche zusétzliche Eigenschaft es uns ermdglicht,

mengentheoretisch vollstdndige Durchschnitte zu erkennen.

Satz 5.7 (Theorem 3.5 in [Hel09b]). Sei (R, m) ein noetherscher, lokaler Ring, I C R ein echtes
Ideal von R, h € N und sei f = f1,..., fn € I eine R-regulire Folge. Dann sind dquivalent:

(i) \/ﬁ = /1, insbesondere ist I mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt.
(i) H{(R) =0 fiir alle | > h und die Folge f ist quasi-regulir auf D(H}(R)).
(iti) Hi(R) =0 fiir alle | > h und die Folge f ist regulir auf D(H}(R)).
(iv) HY(R) =0 fir alle | > h und die Folge f ist filter-requlir auf D(H}(R)).
Beweis. [Hel09bl, Theorem 3.5]. O

Dies zeigt uns, dass der Begriff des mengentheoretisch vollstdndigen Durchschnitts, und damit
der des arithmetischen Ranges eines Ideals, in engem Zusammenhang zu reguliren Folgen auf den
Moduln D(H%(R)) und damit zu den assoziierten Primidealen der Matlis-Duale steht. Es gibt also
genug Anlass sich mit diesen zu beschéftigen und wir wollen ihnen im Folgenden einen eigenen

Namen geben.

Definition 5.8 (koassoziierte Primideale). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann heifit ein
Primideal p € Spec R koassoziiert zu M, falls p assoziiert zu Dg(M) ist. Die Menge aller

koassoziierten Primideale von M bezeichnen wir mit CoAssg M.

Es zeigt sich, dass diese Definition gerade die richtige Definition ist, um eine Theorie von assoziier-
ten Primidealen aufzubauen, die sich dual zu den gewohlichen assoziierten Primidealen verhilt. Es
gab verschiedene Ansitze diese Theorie zu dualisieren, so z.B. durch MacDonald, Chambless oder
Zoschinger (siehe [Z688]). Yassemi hat dann in [Yas95] die auch hier benutzte Definition durch die
assoziierten Primideale der Matlis-Duale vorgeschlagen und konnte zeigen, dass dann {iber einem
noetherschen Ring alle diese verschiedenen Definitionen dquivalent sind. Fiir einen Uberblick {iber

die allgemeine Theorie der koassoziierten Primideale sei auf [DAT99] verwiesen.

Des Weiteren zeigt die folgende Bemerkung, dass es von grofsem Interesse ist zu wissen, ob die
Menge CoAssp D(HE(R)) endlich oder unendlich ist. Damit hat sich z.B. Hellus in seiner Ha-
bilitationsschrift [Hel07b] befasst und wir werden die dort gewonnenen Ergebnisse im néchsten
Abschnitt nutzen, um zu zeigen, dass die Matlis-Duale D(H(R)) zwar F-Moduln sind, aber im
Allgemeinen nicht F-endlich. Dies liefert dann in der Charakteristik p > 0 ein Analogon zu der
ebenfalls von Hellus in [Hel07b] gemachten Aussage, dass in Charakteristik Null diese Moduln
D-Moduln, aber im Allgemeinen keine holonomen D-Moduln sind. Nun aber erst zu der angekiin-

digten Bemerkung.

Bemerkung 5.9. Sei (R,m) ein kompletter lokaler Ring und M ein R-Modul. Sei Hi(M) ein
gegebener lokaler Kohomologiemodul, der unendlich viele koassoziierte Primideale besitzt. Dann
kann Hi(M) weder endlich erzeugt, noch artinsch sein. Denn angenommen Hi(M) wire endlich
erzeugt, dann wire D(Hi(M)) artinsch und somit CoAss Hi(M) = {m}. Im zweiten Fall, also falls
HY(M) artinsch wire, wire D(H%(M)) endlich erzeugt und damit auch CoAss Hi(M) endlich.
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Im Fall eines kompletten lokalen Ringes (R, m) lasst sich die Frage, wann ein gegebener lokaler
Kohomologiemodul H%(M) fiir einen endlich erzeugten R-Modul M artinsch ist oder nicht, damit
in Fragen iiber die koassoziierten Primideale, d.h. iiber die Menge CoAss M, iibersetzen. Diese

Anwendung werden wir im zweiten Teil dieses Kapitels noch niher betrachten.

5.1 D(H}(R)) ist im Allgemeinen nicht F-endlich

Wie wir in Kapitel [] gesehen haben, tragen gewisse Matlis-Duale von lokalen Kohomologiemo-
duln eine F-Modul-Struktur. Allerdings werden wir im folgenden Teil zeigen, dass diese Moduln
D(H{(R)) im Allgemeinen nicht F-endlich sind. Als Ausgangspunkt dafiir sei an Satz erin-

nert:

Bemerkung 5.1.1 (Vgl.[3.4.5). Fir einen F-endlichen Modul M ist die Menge seiner assoziierten
Primideale, also Assg M, endlich.

Nun wurden aber von Hellus in [Hel07b] oder auch von Bahmanpour und Naghipour in [BNOS]
Beispiele fiir gewisse lokale Kohomologiemoduln gefunden, deren Matlis-Duale unendlich viele

assoziierte Primideale besitzen.

Satz 5.1.2 (Theorem 4.3.4 in [Hel07b]). Sei R = k[[X1,...,X,]] ein Potenzreihenring in den Va-
riablen X1,..., X, (n > 4) iber dem Korperk und sei I das Ideal (X1, ..., X,_2)R. Sei auflerdem
p € R ein Primelement mit p € I N (X,,—1, X,,)R. Dann ist die Menge

{p € Spec(R)|p € Assp(D(HF*(R))),p € p, height(p) = 2}
unendlich.
Beweis. [Hel07b, Theorem 4.3.4]. O

Satz 5.1.3 (Theorem 3.5 in [BNOS|). Sei (R, m) ein lokaler (noetherscher) Ring der Dimension

d, und sei x1,...,xq ein Parametersystem fiir R. Dann ist fir jedes i < d die Menge
Assp(D(H{y, .., (R))

unendlich.

Beweis. [BN0O8, Theorem 3.5]. O

Korollar 5.1.4. Sei R =Kk[[X,...,X,]] ein Potenzreihenring in den Variablen X, ..., X, iber
dem Korper k, i < n, und sei I das Ideal (X1,...,X;)R. Dann ist die Menge

ASSR(D(H(ixl,.__,Xi) (R)))
unendlich.

Beweis. Da X1,..., X, ein Parametersystem fiir R bildet, folgt die Behauptung sofort aus Satz
0.1.3 O

Aufserdem hatten wir die folgende Aussage fiir F-endliche Moduln in Kapitel [3] bewiesen.
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Bemerkung 5.1.5 (Vgl. Satz [3.4.6). Fir einen F-endlichen Modul M sind alle Bass-Zahlen
wi(p, M) endlich.

Nun hat aber Hellus in [Hel07b] gezeigt, dass die Bass-Zahlen der Matlis-Duale D(H%(R)) im
Allgemeinen nicht endlich sind.

Satz 5.1.6 (Theorem 7.3.2 in [HelO7b]). Seien R = Kk[[X1,...,X,]] ein Potenzreihenring in den
Variablen X1, ..., X, (n > 2) dber dem Kérperk, 1 < i <n und I das Ideal (X1,...,X;)R. Dann
gilt:

dimqer)(D(H}(R)) ®r Q(R)) = pn°((0), D(H[(R))) = oo.

Insbesondere ist also die nullte Bass-Zahl des Moduls D(H%(R)) beziiglich des Nullideals (0) nicht
endlich.

Beweis. [Hel07bl, Theorem 7.3.2]. O
Wir konnen also insgesamt folgendes Ergebnis formulieren:

Korollar 5.1.7. Sei (R,m,k) ein kompletter regulirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0, der
seinen perfekten Residuenkérper k = R/m enthdlt. Sei auflerdem I C R ein Ideal und n € N.
Dann sind die Moduln D(H7}(R)), also die Matlis-Duale gewisser lokaler Kohomologiemoduln, im
Allgemeinen nicht F-endlich.

Beweis. Die Moduln D(H}(R)) sind nach Korollar F-Moduln, die im Allgemeinen wegen
Satz [5.1.3] unendlich viele assoziierte Primideale besitzen bzw. deren Bass-Zahlen im Allgemeinen
nach Satz nicht endlich sind. Damit folgt die Behauptung mit den Bemerkungen oder
0.1.5l O

Beispiel 5.1.8. Sei R = Fy[[X1,...,X,]] der Potenzreihenring tber dem endlichen Kdrper F,
mit ¢ = p'. Dann ist R ein kompletter requlirer lokaler Ring der Charakteristik p > 0 und F,CR
ist als endlicher Korper perfekt. Sei auferdem das Ideal I = (X1,...,X%) fir 1 <k <mn gegeben.
Dann sind die lokalen Kohomologiemoduln Hi(R) nach Satz F-Moduln und somit sind auch
die Matlis-Duale

D(H(ixl,.i.,X,c)(]Fq[[Xh s vXnH))

nach Korollar F-Moduln. Nach Korollar ist CoAssp (H:(R)) aber unendlich und die
Moduln D(Hi(R)) sind somit nicht F-endlich. Die lokalen Kohomologiemoduln H:(R) sind nach
Korollar[3.5.5 sogar F-endlich.

Wir werden in Kapitel 6 sehen, dass dieses Ergebnis auch in der Charakteristik 0 ein Analogon
besitzt. Wir werden dort feststellen, dass die Matlis-Duale D(H}(R)) zwar eine D-Modul-Struktur
tragen, aber im Allgemeinen nicht holonom sind. In Kapitel [7] wird sich dann ein sehr enger
Zusammenhang zwischen F-Moduln und D-Moduln in positiver Charakteristik zeigen, den wir
dort untersuchen werden. Insbesondere werden wir sehen, dass jeder F-endliche Modul auch ein

endlich erzeugter D-Modul ist.
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5.2 Eine Verallgemeinerung von Hartshorne’s Beispiel

Wir erinnern zu Beginn an die folgende von Matlis bewiesene Charakterisierung artinscher Moduln,

im Falle eines kompletten lokalen Ringes R.

Satz 5.2.1. Sei (R, m,k) ein noetherscher kompletter lokaler Ring, M ein R-Modul, und sei E =
Er(k) die injektive Hiille des Residuenkdrpers. Dann sind Gquivalent:

(i) M ist artinsch,
(11) M ist Untermodul von E™, der direkten Summe von Ezemplaren von E fir ein n,
(iii) Es existiert ein endlich erzeugter R-Modul N, so dass M = Homp(N, E),
(iv) Supp M C V(m), und Hompg(k, M) ist endlich erzeugt,
(v) Supp M C V(m), und Ext'y(k, M) ist endlich erzeugt fir jedes i,
(vi) Supp M C V(m), und Homgr(M, E) ist endlich erzeugt.
Beweis. [Har70l Proposition 1.1]. O

Satz 5.2.2. Sei (R,m,k) ein kompletter lokaler Ring und sei M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann ist firi € N
H, (M)

artinsch und fiir alle i,j € N sind die Moduln
Extly(k, Hi, (M)
endlich erzeugt. Insbesondere ist also auch Homp(k, Hi (M)) endlich erzeugt.
Beweis. [Har70, Corollary 1.4, Corollary 1.5]. O
Letzteres Ergebnis hatte Grothendieck in [Gro68| dazu veranlasst, das Folgende zu vermuten:

Vermutung 5.2.3 (Vgl. Exposé XIIT/Conjecture 1.1 in [Gro68|). Sei (R,m) ein noetherscher
lokaler Ring und I C R ein Ideal. Dann ist

Hompg(R/I, H}(R))
endlich erzeugt.

Diese Vermutung konnte von Hartshorne aber widerlegt werden. In [Har70] gibt er ein Beispiel
fiir einen Ring R und ein Ideal I C R an, so dass Hompg(R/I, H?(R)) nicht endlich erzeugt ist,
da der Sockel Homp(R/m, H?(R))) nicht endlich erzeugt ist. Insbesondere ist HZ(R) damit auch
nicht artinsch. Wir wollen dieses Beispiel nun kurz vorstellen. Es sei darauf hingewiesen, dass
Hartshorne selbst eine etwas andere Situation betrachtet hat, diese aber dasselbe Ergebnis liefert
(siehe z.B. [HS09)]).
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Beispiel 5.2.4 (Hartshorne’s Beispiel). Sei k ein Korper und sei R die Hyperfliche

kfw, z,y, z]]/(wz — y2).

Sei auflerdem I C R das Ideal von R, das von den Klassen von x und y in R erzeugt wird. Wir
betrachten nun den Modul H?(R). Man kann zeigen (siehe 2.B. [Sin03]), dass die Elemente

[y"2™ + (2"t y" T )R] € H}(R) fiirn >0

nicht Null sind und vom mazimalen Ideal m = (w,x,y, z) annulliert werden. Das heifit aber ge-
rade, dass diese Elemente den unendlich dimensionalen Vektorraum Homp(R/m, H?(R)) auf-
spannen (siehe [Sin03]), dieser also als R-Modul nicht endlich erzeugt ist, und somit kann auch
Homp(R/I,H?(R)) nicht endlich erzeugt sein.

Hartshorne definierte daraufhin einen R-Modul M als a-koendlich, falls SupprM C V(a) und
falls Extt(R/a, M) endlich erzeugt ist fiir alle i € N. Sein Beispiel zeigt also, dass lokale Koho-
mologiemoduln H¢(M) im Allgemeinen nicht I-koendlich sind. Er konnte aber zeigen, dass die
Moduln Hi(M) fiir einen endlich erzeugten R-Modul M I-koendlich sind, falls R ein kompletter
reguldrer lokaler Ring und I ein Primideal ist mit dimpgr R/I = 1. Dies konnte von Yoshida in
[Yos97] und von Delfino und Marley in [DM97] soweit erweitert werden, dass sie gezeigt haben,
dass fiir einen lokalen Ring R und einen endlichen Modul M die Moduln H¥(M) I-koendlich sind,
falls dimg R/I =1 ist.

Hellus und Stiickrad haben in [HS09] das Beispiel von Hartshorne noch verallgemeinert, indem
sie einen Zusammenhang zwischen den koassoziierten Primidealen gewisser lokaler Kohomologie-
moduln Hi(R/a) und den Moduln Hompg(R/a, D(H:(R))) herstellten. Diese Verallgemeinerung

wollen wir hier kurz vorstellen. Unser Ausgangspunkt ist die folgende Bemerkung:

Bemerkung 5.2.5 (Vgl. [Oo0i76] bzw. 2.2.34). Sei R ein noetherscher kompletter lokaler Ring.
Dann ist fir einen artinschen R-Modul M das Matlis-Dual Dr(M) endlich erzeugt.

Diese Bemerkung liefert uns ein wichtiges Hilfsmittel, um zu entscheiden, ob ein gegebener lokaler
Kohomologiemodul artinsch ist. Wir kénnen namlich den Modul Hompg(R/a, D(H}(R))) mit dem
Matlis-Dual von H7(R/a) identifizieren, falls H¥(R) = 0 fiir alle k>n gilt. Matlis-Dualitét liefert

uns nun eine Korrespondenz zwischen artinschen und endlich erzeugten Moduln.

Lemma 5.2.6. Falls H¥(R) = 0 fiir alle k>n, dann gilt:

Dr(Hf (R/a)) = Homp(H] (R/a), E(R/m))
~ Homn(R/a® H} (R), E(R/m))
~ Homp(R/a, Homgr(H} (R), E(R/m)))
= Hompg(R/a, D(H}(R))).
Beweis. Nach Voraussetzung ist der Funktor H} additiv und rechtsexakt (betrachte die lange

exakte Kohomologiefolge). Er erhélt somit Surjektionen. Betrachten wir nun die natiirliche Pro-

jektion p: R — R/a, so ist also die induzierte Abbildung

p: Hi'(R) — Hf(R/a)
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surjektiv. Damit lassen sich nun die folgenden beiden Homomorphismen definieren:
Hompg(R/a®r H (R), E(R/m)) — Hompg(H (R/a), E(R/m))
g —(az — gpl@el) )
Hompg(H}(R/a), E(R/m)) — Hompg(R/a®g Hf' (R), E(R/m))
h o —( r®y— hpy)-r) )

Nun rechnet man nach, dass beide Homomorphismen gerade invers zueinander sind. Damit gilt

die erste Isomorphie. Die zweite Isomorphie ist gerade die Hom-Tensor-Adjungiertheit aus Lemma

441 O
Wir kénnen somit mit der folgenden Gleichheit arbeiten:

CoAssgp Hi (R/a) = Assg Homg(R/a, D(H}(R))).
Die rechte Menge ldsst sich nun aber noch genauer beschreiben. Es gilt
Satz 5.2.7. Sei R ein noetherscher Ring, M ein R-Modul und a C R ein Ideal. Dann gilt:

Assg Homg(R/a, D(H:(M))) = V(a) N Assp D(HE(M))

Beweis. Sei also p € V(a) N Assg D(H(M)). Wir haben zu zeigen, dass

p = Anng(p) fiir ein ¢ € Homg(R/a, D(H:(R))).

Nach Voraussetzung haben wir einen Monomorphismus f : R/p — D(H4(M)), mit dem wir die

folgende Abbildung definieren kénnen
1 Rja— D(H[(M)), 7 +aw f(r).

Diese ist wohldefiniert, da nach Voraussetzung a C p und es gilt p = Anng(p), da Ker o = pNR/a.
Dies zeigt also “2”. Sei nun p € Hompg(R/a, D(H}(M))), d.h.

p = Anng(p) fiir ein ¢ : R/a — D(Hi(M)).

Dann gilt offensichtlich ap = 0, also a C p und somit p € V(a). Andererseits gilt auch pp(1) =0
und Anng(p(1)) € Anngr(e) = p und somit p = Anng(p(1)). O

Wir hatten in Satz gesehen, dass fir R =k[[Xy,...,X,]][(n >4),] =(X1,...,Xp_2) und p
prim mit p € I N (X,,—1, X,,), die Menge

Assg D(H72(R)) NV (p)

unendlich ist. Diese Tatsache konnte nun von Hellus und Stiickrad in [HS09] zusammen mit den
bisherigen Beobachtungen aus diesem Abschnitt dazu benutzt werden, das erwéhnte Beispiel von

Hartshorne zu verallgemeinern.

Korollar 5.2.8 (Vgl. Theorem 6.2.3 in [Hel07b]). Sei R = k[[X,...,X,]] ein Potenzreihenring
in den Variablen X1,..., X, (n > 4) dber dem Kérper k und sei I das Ideal (X4,...,X,—2)R. Sei
aufSerdem p € R ein Primelement mit p € (X, —1, X,,)R. Dann ist

H}*(R/pR)

nicht artinsch.



KAPITEL 5. UBER DIE KOASSOZIIERTEN PRIMIDEALE VON H(R) 7

Beweis. Falls p ¢ I, so ist
Suppr(H}?(R/pR)) = V(I + pR)

und somit ist H} ?(R/pR)) nicht artinsch, da der Modul nicht null-dimensional ist. Sei also
p € IN(Xp_1,Xn)R. Dann ist nach Satz die Menge

{p € Spec(R)|p € Assp(D(H}*(R))),p € p} = CoAssg H} "*(R) NV (p)

unendlich. Damit besitzt wegen Satz m aber auch Homg(R/p, D(H; ?(R))) unendlich viele
assoziierte Primideale und ist somit nicht endlich erzeugt. Folglich ist nach Lemma [5.2.6] auch
Dr(H?(R/p)) nicht endlich erzeugt und somit folgt die Behauptung aus Bemerkung da R
komplett ist. O

5.3 Uber koassoziierte Primideale der hochsten

lokalen Kohomologiemoduln

Khashyarmanesh und Khosh-Ahang haben in [KKAOQS8| gezeigt, dass unter gewissen Vorausset-
zungen an die Moduln Exzth(R/I, D(H3(M))) auch gewisse Moduln Hom(R/I, D(H}(M))) fiir
endlich erzeugtes M wieder endlich erzeugt sind. Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass
sich daraus Aussagen iiber die koassoziierten Primideale der lokalen Kohomologiemoduln treffen

lassen. Genauer gilt:

Lemma 5.3.1 (Vgl. Theorem 3.4 in [KKAOQ8]). Sei (R,m) ein kompletter lokaler Ring und I C R
ein Ideal. Sei nun n eine positive natirliche Zahl und sei Exti,(R/I, D(H{(M))) endlich erzeugt
fiir alle i € N und fiir alle t > n. Dann ist auch

Hompg(R/I,D(H} (M)))
endlich erzeugt.

Beweis. [KKAO8, Theorem 3.4]. O

Damit liefern uns also gewisse Endlichkeitsforderungen an die Fxt-Moduln Ergebnisse iiber die

koassoziierten Primideale. Denn es ergibt sich das Folgende:

Korollar 5.3.2. Unter den Voraussetzungen des letzten Lemmas ist die Menge

{p € Spec(R)|p € Assgr(D(H}(R))),I Cp}=V(I)N AssgD(H} (M))
=V({I)NCoAssgH} (M)

endlich.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma/[5.3.1} da folgende Gleichheit besteht (siehe Satz[5.2.7):

Assg Homp(R/I,D(H}(M))) =V (I)N Assg D(H} (M)).
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Insbesondere ist damit fiir die hochsten lokalen Kohomologiemoduln die Menge der koassoziierten
Primideale, die I enthalten, endlich.

Korollar 5.3.3. Seien (R,m) ein kompletter lokaler Ring, I C R ein Ideal und M ein endlich

erzeugter R-Modul. Sei weiter n € N, so dass Hi(M) = 0 fiir alle i > n. Dann ist die Menge
CoAssp(HF (M))NV(I)

endlich.

Beweis. Da Hi(M) = 0 fiir alle i > n gilt, ist auch D(H4(M)) = 0 fiir alle ¢ > n und damit
Extl(R/I, D(Hi(M))) endlich erzeugt fiir alle j € N und fiir alle i > n. Korollar liefert nun
die Behauptung. O

Beispiel 5.3.4 (Vgl. Theorem 3.1.3 in [HelO7bl). Sei (R, m) ein kompletter lokaler Ring. Dann
gilt

Assp(D(Hyp(R))) = CoAssg(Hup(R)) = Spec(R) \ V (2).
Hier gilt also sogar CoAssr(Hlz(R)) NV (z) = 0.

5.4 Die Vermutung von Hellus

In seiner Habilitationsschrift ([Hel07h]) hat sich Hellus sehr stark mit der Struktur der koassozi-
ierten Primideale von lokalen Kohomologiemoduln beschéftigt. Wir wollen zum Abschluss unserer
Untersuchungen zu diesem Thema hier noch eine Vermutung nennen, die in [Hel07b] formuliert
wurde und welche viele Informationen iiber die Menge CoAss H(igcl,...,zi)R(R) liefern kénnte. Aus-

gangspunkt ist die folgende Beobachtung:
Bemerkung 5.4.1 (Remark 1.2.1 in [Hel07b]). Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, M ein
R-Modul, h € N und I C R ein Ideal von R, so dass H}(M) =0 fiir alle | > h gilt. Sei weiterhin
p € Assgp(D(HMM))), dann gilt:
0 # Homp(R/p, D(H] (M)))

= D(H[(M) ®r (R/p))

= D(H[(M/pM))
Insbesondere gilt also H"(M/pM) # 0.
Speziell fiir M = R gilt also das Folgende.

Korollar 5.4.2. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, h > 0 und seien x1,...,x, Elemente

von R. Dann gilt:

Assp(D(H{y, . 4, r(R))) C {p € Spec(R)|H{,, ., \r(R/p) # 0}.

Nun wurde von Hellus vermutet, dass in der obigen Relation sogar Gleichheit gilt und er hat das
Folgende formuliert.

Vermutung 5.4.3 (Conjecture 1.2.2 in [Hel07b]). Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, h > 0,

und seien x1,...,xn Elemente von R. Dann gilt:

Assp(D(H{y, . 4, r(R))) = {p € Spec(R)|H{,, ., r(R/p) # 0}.



Kapitel 6

Das analoge Ergebnis in
Charakteristik Null

Angeregt durch Gennady Lyubeznik hat Hellus in seiner Habilitationsschrift [HelO7h] gezeigt, dass
die Matlis-Duale der lokalen Kohomologiemoduln H(R), also die Moduln D(H?(R)), eine natiirli-
che D-Modul-Struktur besitzen. Damit ist es moglich, die durch Lyubeznik in [Lyu93] gefundenen
Ergebnisse iiber D-Moduln in der kommutativen Algebra auf solche Matlis-Duale anzuwenden.
Weitere Ergebnisse von Hellus zeigen allerdings, dass bestimmte Endlichkeitsbedingungen, welche
fiir die Moduln H(R) gelten, fiir ihre Duale nicht mehr richtig sind. Analog zu unseren Ergeb-
nissen in Abschnitt zeigt Hellus, dass die Matlis-Duale zwar eine D-Modul-Struktur tragen,
sie im Allgemeinen aber Beispiele fiir nicht endlich erzeugte D-Moduln sind. Damit sind diese

insbesondere nicht holonom.

6.1 Ringe von Differential-Operatoren und D-Moduln

Wir wollen jetzt einen kurzen Uberblick iiber die Theorie der D-Moduln geben. Unser Hauptaugen-
merk liegt dabei auf den von Lyubeznik in [Lyu93] beschriebenen Anwendungen der D-Moduln in
der kommutativen Algebra. Wir werden also zu Beginn die nétigen Begriffe einfiithren, das néchste
Ziel ist dann die Definition der holonomen D-Moduln, die in gewisser Weise das Charakteristik Null
Analogon zu den F-endlichen Moduln in positiver Charakteristik bilden. Insbesondere werden wir
sehen, dass ganz dhnliche Endlichkeitsbedingungen fiir die D-Moduln gelten, wie wir sie auch fiir
F-Moduln aus Abschnitt kennen. Weitere Informationen zu Ringen von Differentialen finden
sich in [Bj9], [Cou95| oder auch [eal7]. Nun aber erst einmal zu den grundlegenden Definitionen:

Sei k ein Korper und R eine kommutative k-Algebra. Wir werden jetzt den Ring der k-linearen
Differentiale auf R definieren. Grob gesagt, handelt es sich dabei um den nichtkommutativen

Unterring
D(R;k) C Endy(R)

des Ringes der k-linearen Endomorphismen auf R, welcher von den Abbildungen, die durch die

Multiplikation mit Elementen aus R definiert sind, und sdmtlichen k-linearen Derivationen auf R

79
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erzeugt wird. Es sei daran erinnert, dass wir eine Einbettung von k-Algebren R C Endx(R) (via
r +— (s — rs)) haben. Fiir Elemente f,g € Endy(R) sei

[figl=fog—gof

der Kommutator von f und g, wobei o die Komposition von Abbildungen bezeichnet. Damit kénnen

wir das Folgende definieren:

Definition 6.1.1 (Ring der k-linearen Differentiale auf R). Sei Do(R;k) = R, aufgefasst als
Unterring von Endy(R), und fir jedes i > 0 sei

Di1(R;k) = {f € Endy(R)|[f,r] € Di(R;k)Vr € R}.

Nun kann man zeigen, dass, falls f € D;(R;k) und g € D;j(R;k), fog € Diyj(R;k) folgt (siehe
[Coudh, 1.2]). Auf diese Weise erhalten wir eine k-Unteralgebra von Endy(R),

D(R;k) = | Di(R: k).
i>0
Diese bezeichnen wir als Ring der k-linearen Differentiale auf R. Die Abbildungen aus
D;(R;k) heifien Differentiale der Ordnung < i.

Beispiel 6.1.2. Sei § € Endx(R) eine Derivation, also eine Abbildung mit 6(rs) = d(r)s + rd(s)
fiir r;s € R. Dann gilt
0,r] =0o0r—rod=0(r) € R=Dy(R;k).

Damit sieht man, dass D1(R;k) gerade das k-Erzeugnis von R und den Derivationen ist (siche
[Coudb, 1.1]).

Beispiel 6.1.3. Sei k ein Kdrper der Charakteristik Null und sei R = k[X] der Polynomring in
einer Unbestimmten dber k. Dann ist D(R;k) als k-Unteralgebra von Endx(R) erzeugt von der
Multiplikation mit X und der Ableitung 0 = 0/0X nach X. Als k-Vektorraum gilt also

D(Rk)= P k-x"97

(i1,i2)€N2

und als R-Modul gilt
D(R;k) =P R- 0"
iEN

Wir sehen also, dass iiber einem Polynomring in einer Unbestimmten der Ring der Differentiale
eine besonders einfache Gestalt besitzt. Es wird sich nun herausstellen, dass dies {iber beliebigen
Polynomringen in endlich vielen Unbekannten richtig ist. Wir definieren dazu die sogenannte Weyl-
Algebra als jene k-Unteralgebra des k-Endomorphismenringes eines Polynomringes k[ X7, ..., X,],
die von den Multiplikationen mit den Unbestimmten X; und den zugehorigen partiellen Ablei-
tungen 9/0X; erzeugt wird. Es wird sich zeigen, dass in diesem Fall die Weyl-Algebra und der
Ring der Differentiale auf R gerade iibereinstimmen. Dabei stellt es sich als notwendig heraus,
dass chark = 0 gilt, wie wir im nichsten Kapitel sehen werden. In positiver Charakteristik ist die
Weyl-Algebra im Allgemeinen zu klein (siehe Satz .
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Definition 6.1.4 (Weyl-Algebra). Sei k ein Kdrper und R = k[X1,...,X,] ein Polynomring
iber k in den Unbestimmten X1,...,X,. Dann ist die n-te Weyl-Algebra D, (k) definiert als
die k-Unteralgebra von Endy(R), die fir 1 < i < n von den Multiplikationen mit X; und den
partiellen Ableitungen 0; = 0/0X; erzeugt wird. Als k-Vektorraum gilt also

Duk)= P k-X"9°,
a,BeEN
und als R-Modul gilt
Dok)= € R-op---0
(i1,00eyip ) ENT
Wir benutzen dabei die Multiindex-Schreibweise, d.h. fir o = (aq,...,a,) € N", sei X¢ =
X X0 ynd 8¢ = 07 - - 99

Satz 6.1.5. Seik ein Korper der Charakteristik Null und sei R = Kk[X;, ..., X,] ein Polynomring
in n Unbestimmten. Dann ist der Ring der Differentiale auf R gleich der n-ten Weyl-Algebra von
k. Es gilt also

D(R;k) = D(k[X1,...,Xn]; k) = Dp(k).

Beweis. [Cou95, Theorem 2.3]. O
Satz 6.1.6. Sei k ein Kérper der Charakteristik Null. Dann gilt:

D, (k) ist ein links- und rechtsnoetherscher Ring.
Beweis. [eal7, Proposition 17.17]. O

Definition 6.1.7 (D-Modul). Sei k ein Kérper und R eine kommutative k-Algebra. Dann be-
zeichnen wir einen Links-Modul iber dem Ring D(R;Kk), also dem Ring der Differentiale auf R,
als D-Modul. Falls chark = 0 gilt und R = k[X1,...,X,], so ist ein D-Modul also ein Links-
Modul iber der Weyl-Algebra D, (k).

Beispiel 6.1.8. Sei k ein Kdorper und R eine kommutative k-Algebra.

(i) Die natiirliche Operation von D(R;k) C Endy(R) auf R macht den Ring R zu einem D-
Modul.

(i1) Sei M ein D-Modul und S C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge. Dann trigt Mg
eine natirliche D-Modul-Struktur. Fir r € R sei r(m/s) = (rm)/s und fir jede Derivation
§ definiert man §(m/s) mit Hilfe der Quotientenregel. Also 6(m/s) = (sd(m) — d(s)m)/s>
und dies induziert eine Operation von D(R;k) auf Mg. Insbesondere ist Ry fir jedes f € R
ein D-Modul.

Unser Ziel ist es, analog zum Inhalt von Kapitel 4} zu zeigen, dass die Matlis-Duale gewisser
lokaler Kohomologiemoduln, also die Moduln D(H(R)), fiir einen kompletten reguliren lokalen
Ring (R, m,k) mit k C R eine D-Modul-Struktur besitzen. Dies wurde von Hellus in [HelO7b]
gezeigt und wird von uns im néchsten Abschnitt besprochen. Zunéchst bemerken wir, dass wir
uns wegen Satz [£.3.9] gerade in der Situation befinden, dass R = k[[X1, ..., X,]] gilt. Wir haben
bis jetzt den Ring der Differentiale eines Polynomringes n&her untersucht und wollen dies im

Folgenden auch fiir den Fall eines Potenzreihenringes k[[X7, ..., X,]] tun.
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Beispiel 6.1.9. (Vyl. 1.1 in [Bj9, 3, §1]) Sei k ein Korper der Charakteristik Null und sei
R =K[[X1,...,X,]] der Potenzreihenring iber k in n Unbestimmten. Wir wollen nun den Ring
der Differentiale D(R;k) auf R beschreiben und kénnen zu Beginn feststellen, dass wir den Po-
lynomring S = k[X1,...,X,] als Unterring der endlichen Potenzreihen von R auffassen kinnen.
Damit wird die Weyl-Algebra D,,(k) = D(S;k) zu einem Untering von D(R;k) und somit gilt

D(R;k) = R ®s Dy (k).
Damit hat D(R,k) als R-Modul wegen Bemerkung die Form

D(R;k) = R®gs Dy(k)
~Res( P S-op---0)

(214eenyin ) ENT
~ @B (ResS-9t---0y)
(i1,..50in )ENT
=~ B Rr-or---or
(il,“.,in)eN"
Dabei haben wir benutzt, dass R die Komplettierung von S am mazimalen Ideal m = (X1,...,X,,)

ist. Es gilt also R = S und die natiirliche Abbildung §®S M — M ist ein Isomorphismus, falls
M endlich erzeugter S-Modul ist (siehe [Eis04), 7.2]).

Dieses Beispiel motiviert die folgende Definition.

Definition 6.1.10. Seik ein Korper und R =k[[X1, ..., X,]] der Potenzreihenring iber k in den
Unbestimmten X1, ..., X,,. Dann ist die n-te Potenzreihen- Weyl-Algebra lsn (k) definiert als
die k-Unteralgebra von Endy(R), die von R und den partiellen Ableitungen 0; = 0/0X; erzeugt
wird. Insbesondere gilt ﬁn(k) = R ®y[x,,... x,] Dn(k).

Damit haben wir jetzt analog zum Fall eines Polynomringes in Satz eine genaue Beschreibung
des Ringes der Differentiale auf einem Potenzreihenring iiber k in endlich vielen Unbestimmten.

Bemerkung 6.1.11. Sei k ein Kdrper der Charakteristik Null und sei R = K[[X1,...,X,]] der
Potenzreihenring in n Unbestimmten. Dann ist der Ring der Differentiale auf R gleich der n-ten

Potenzreihen- Weyl-Algebra von k. Es gilt also
D(R;k) = D(k[[X1,. .., X,]]; k) = Dn (k).

Diese Darstellung des Ringes der Differentiale D(R;k) auf dem Potenzreihenring R ermoglicht
es uns im kommenden Abschnitt, Hellus in [Hel07b] folgend, zu zeigen, dass die Matlis-Duale
D(H%(R)) D-Moduln sind. Bevor wir dazu kommen, wollen wir noch eine spezielle Klasse von
endlich erzeugten D-Moduln vorstellen, die sogenannten holonomen D-Moduln. Diese Moduln
werden uns, analog zu den F-endlichen Moduln in Abschnitt [3.4] Beispiele fiir Moduln liefern, die
sich gutartig im Hinblick auf gewisse Endlichkeitsbedingungen verhalten.

Sei k ein Korper der Charakteristik Null und sei R = k[[X7, ..., X,]] ein Potenzreihenring oder
R = k[X;,...,X,], ein Polynomring iiber k. Sei D = D(R;k) und sei M ein endlich erzeugter
D-Modul. Dann besitzt der Ring der Differentiale D eine Filtrierung ¥ und M besitzt eine “gute”
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Filtrierung I'. Damit kann M ein Modul grp (M) iiber der zu D assoziierten graduierten Algebra
grs (D) zugeordnet werden und grr(M) ist dann ein endlich erzeugter grs(D)-Modul (da T' eine

“gute” Filtrierung ist). Betrachtet man nun das zugehorige Hilbertpolynom

Hayr(t) =) dimg(Ti/Tio1) = dimy (),
0

so kann man feststellen, dass dessen Grad nicht von der gewdhlten Filtrierung I" abhiingt. Damit
definiert man
dimp(M) = deg Hyp(2),

und nennt diese Zahl Dimension des D-Moduls M .

Genaue Details zu dieser Konstruktion finden sich fiir den Fall, dass R ein Polynomring ist, und
somit also fiir den Fall der Weyl-Algebra, in dem Buch von Coutinho ([Cou93]) oder auch in dem
Buch von Iyengar et al. ([ea07]). Fiir den Fall R = Kk[[X1, ..., X,]] findet man die nétigen Infor-

mationen in dem Standardwerk von Bjork ([Bj9]).

Wir kéonnen damit nun die holonomen D-Moduln definieren.

Definition 6.1.12 (holonome D-Moduln). In obiger Situation heifit ein endlich erzeugter D-
Modul M holonom, falls
dimp(M) =n oder M =0

gilt.

Satz 6.1.13. Sei k ein Korper der Charakteristik Null und sei R =Kk[[X1,...,X,]]. Dann ist der
Ring der Differentiale

links- und rechtsnoethersch.
Beweis. [Bj9, 3, §1, Lemma 1.6]. O

Im Allgemeinen haben die Ringe der Differentiale D(R;k) auf einem Ring R keine besonders
guten Eigenschaften. So wird sich in Kapitel [7] zeigen, dass fiir einen Potenzreihenring R =
k[[X1,...,X,]] der Charakteristik p > 0, der Ring der Differentiale D(R;k) kein noetherscher
Ring mehr ist. Im Fall von Charakteristik Null ist der Ring D(R, k) aber noethersch, wie der letz-
te Satz gezeigt hat, und damit jeder endlich erzeugte D-Modul wieder noethersch. Insbesondere
besitzen dann die holonomen D-Moduln, also spezielle endlich erzeugte D-Moduln, gute Eigen-

schaften, wie die folgenden Bemerkungen zeigen.

Bemerkung 6.1.14. (siehe [Lyu93, 2.2]) Sei k ein Kirper der Charakteristik Null und sei R =
k[[X1,...,X,]]. Sei auferdem D = D(R;k) der Ring der Differentiale auf R. Dann gelten die

folgenden Aussagen:
(i) Der Ring R mit der natiirlichen D-Modul-Struktur ist holonom.

(it) Ist M ein holonomer R-Modul und f € R, so ist die Lokalisierung My holonom.
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(iii) Die holonomen D-Moduln bilden eine abelsche Teilkategorie der Kategorie der D-Moduln, die

abgeschlossen ist unter Bildung von Teilmoduln, Bildung von Quotienten und Erweiterungen.

(iv) Sei I C R ein Ideal und M ein holonomer D-Modul. Dann sind auch die Moduln H%(M)

holonom.

(v) Holonome Moduln sind halbeinfach, d.h. sie besitzen eine endliche Filtrierung mit einfachen
Quotienten (siehe [Bj9, 2.7.13]).

(vi) Einfache holonome Moduln besitzen genau ein assoziiertes Primideal.

Insbesondere sind die lokalen Kohomologiemoduln Ht(R) holonome D-Moduln.

6.2 D-Modul-Struktur von D(H}(R))

Wir wollen jetzt die von Hellus in [Hel07b] gemachte Konstruktion vorstellen, die zeigt, dass
die Moduln D(H%(R)) eines Potenzreihenringes R = k[[X1,..., X,]] iiber einem Kérper k der
Charakteristik Null D-Moduln sind. Dies ist das Charakteristik Null Analogon zu dem von uns
in positiver Charakteristik bewiesenen Korollar £.5.4] Insbesondere befinden wir uns, bis auf die
Charakteristik, in der gleichen Situation wie in Beispiel da in Charakteristik Null jeder
Korper k perfekt ist.

Satz 6.2.1 (Vgl. 7.2 in [HelO7h]). Seik ein Korper der Charakteristik Null und R = K[[X1,....X,]]
ein Potenzreihenring tber k in n Variablen. Sei aufferdem I C R ein Ideal von R. Dann sind die
Matlis-Duale D(HE(R)) auf kanonische Weise (Links-)D-Moduln.

Beweis. Wegen Beispiel [6.1.9 haben wir

D(R;k) =Du(k)= € R-0; -0, (6.1)

(i1,...in ) ENP

und somit reicht es, die Wirkung einer beliebigen k-linearen Derivation § : R — R auf D(H:(R))
zu bestimmen. Dies kann dann mit Hilfe von Gleichung zu einer Aktion von D(R;k) auf
D(H}(R)) erweitert werden und es kann gezeigt werden, dass diese wohldefiniert ist und alle
Bedingungen an einen (Links-)D-Modul erfiillt. Sei also

0: R— R €D(R;k)C End(R)

eine beliebige k-lineare Derivation, d.h es gilt (r-s) = d(r)-s+r-0(s) Vr, s € R. Insbesondere ist
0 nicht durch die Multiplikation mit einem Ringelement gegeben, sondern durch gewisse partielle

Ableitungen. Damit induziert § aber eine k-lineare Abbildung
R/TI" — R/I"* fiir v > 1,

welche nun wiederum auf kanonische Weise die folgende Abbildung von Komplexen vom Cech-
Komplex von R/I” beziiglich X = X;,..., X, in den Cech-Komplex von R/I"~! beziiglich X
induziert

C*(X;R)®r R/I" — C*(X;R) ®r R/I" .
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Berechnen wir die Kohomologie dieser Komplexe, so erhalten wir nach Satz [2.1.29|fiir jedes v > 1
eine Abbildung
Hy Y(R/I") — Hy ™ (R/I"7). (6.2)

Hierbei ist zu beachten, dass das maximale Ideal m von R gerade von X = X3,..., X, erzeugt

wird. Betrachten wir nun das inverse System
o Hy N(R/IF) — Hy YR/ — . — Hy 7 '(R/I?) — Hy '(R/D),

welches von den kanonischen Projektionen R/I* — R/I*~! induziert wird, so liefern uns die
Abbildungen aus (6.2)) eine Abbildung von inversen Systemen

L —— HTUR/IY) —— Hi (R —— HEY(R/IF?) ——

! ! !

. —— HEUR/IFY ——— HLW(R/IF?) ——— HEU(R/IF3) —— L.

und damit eine Abbildung

lim(Hy "(R/I*)) — lim(Hy " (R/I")).
keN keN

Nun gilt nach Satz aber D(H}(R)) = lim, (Hy~*(R/I")) und wir haben somit eine Abbildung
@5 + D(H}(R)) — D(H}(R)),

welche von der k-linearen Derivation § induziert wurde.

Damit haben wir also die Wirkung von & auf D(H%(R) bestimmt und wegen der Gleichheit
kann dies nun zu einer Aktion von D(R;k) auf den Matlis-Dualen D(H:(R)) erweitert werden,
indem man das Folgende beachtet. Sei s € R, dann gilt fiir jede k-lineare Derivation § € D(R;k),
O(r-s)=0(r)-s+r-d(s) fir alle r € R, und damit

r-0(s)=06(r-s)—94(r)-s Vr € R.
Die Zuordnung  — &; induziert also einen Ringhomomorphismus
D(R;k) — Endz(D(H}(R))),

und damit eine (Links-)D-Modul-Struktur auf D(H(R)). O

6.3 D(H.(R)) ist im Allgemeinen nicht holonom

Der folgende Satz, den Lyubeznik in [Lyu93| bewiesen hat, zeigt, dass die holonomen D-Moduln
gewisse gute Endlichkeitsbedingungen erfiillen. Dies stellt das analoge Ergebnis zu den Sitzen
3.2.2] [3.4.6| und [3.4.5] fiir F-endliche Moduln, in Charakteristik Null dar.
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Satz 6.3.1 (Theorem 2.4 in [Lyu93]). Sei k ein Kérper der Charakteristik Null und sei R =
k[[X1,....X,]] ein Potenzreihenring iber k in n Variablen. Sei M auflerdem ein D(R;k)-Modul.
Dann gilt:

(i) Ist M endlich erzeugt, so ist die Menge Ass M, also die Menge der assoziierten Primideale
von M, endlich.

(ii) Falls M holonom ist, so sind alle Bass-Zahlen von M endlich.
(i) inj dimpM < dimpM.
Beweis. [Lyu93|, Theorem 2.4]. O

Da laut Satz die Matlis-Duale D(H!(R)) eine D-Modul-Struktur besitzen, kénnen wir das
folgende Korollar formulieren. Es stellt die analoge Aussage in Charakteristik Null bereit, welche
Korollar [£.5.4] in positiver Charakteristik geliefert hat.

Korollar 6.3.2. Sei k ein Kérper der Charakteristik Null und R = K[[X1,....X,]] ein Potenz-
reihenring iber k in n Variablen. Dann sind die Matlis-Duale D(H:(R)) im Allgemeinen keine

endlich erzeugten D-Moduln. Insbesondere sind sie nicht holonom.

Beweis. Nach Satz und besitzen die Moduln D(H?#(R)) im Allgemeinen unendlich viele
assoziierte Primideale. Die Behauptung folgt damit aus[6.3.1 O



Kapitel 7

Anwendung von F-Moduln:
‘D-Moduln in positiver
Charakteristik

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass endlich erzeugte D-Moduln bzw. holonome D-Moduln
iiber einem Potenzreihenring R = k[[X1, ..., X,,]] ganz dhnliche Endlichkeitsbedingungen erfiillen
wie unsere F-endlichen Moduln in Abschnitt Hingegen erfiillten die Matlis-Duale D(H%(R))
diese Bedingungen im Allgemeinen nicht, was unserem Ergebnis aus positiver Charakteristik, dass
diese Moduln im Allgemeinen nicht F-endlich sind, in Charakteristik Null entspricht. Es sei daran
erinnert, dass wir in Charakteristik p > 0 aber voraussetzen mussten, dass k perfekt ist.

In diesem Kapitel wollen wir nun einen noch engeren Zusammenhang zwischen F-Moduln und
D-Moduln herstellen. Dies wird sich dadurch ergeben, dass wir das Konzept der D-Moduln aus
dem letzten Kapitel in die positive Charakteristik iibertragen. Wir werden also zu Beginn D-
Moduln in Charakteristik p > 0 definieren und dann zeigen, dass jeder F-Modul auch eine solche
D-Modul-Struktur tragt. Dabei wird sich herausstellen, dass dann gerade die F-endlichen Moduln
D-Moduln endlicher Linge entsprechen.

7.1 Der Ring der Differentiale

Wir beginnen nun, ganz analog zum Fall der Charakteristik Null, mit der Definition und Einfiih-
rung des Ringes D(R) der Differentiale iiber einem Ring R. Im letzten Kapitel haben wir gesehen,
dass dieser Ring in Charakteristik Null fiir R = k[[X}, ..., X,]] noethersch ist. Diese Tatsache
sorgte dafiir, dass endlich erzeugte D-Moduln wieder noethersch sind und damit wichtige Endlich-
keitsbedingungen, wie zum Beispiel die Existenz von nur endlich vielen assoziierten Primidealen,
erfiillen. Im Folgenden wird sich zeigen, dass der Ring der Differentiale D(R; k) eines Polynomringes
R iiber einem Korper k und auch der Ring der Differentiale eines Potenzreihenringes in positiver
Charakteristik nicht mehr noethersch sind. Die endlich erzeugten D-Moduln, deren Struktur durch
eine F-Modul-Struktur induziert ist, erfiillen allerdings analoge Endlichkeitsbedingungen.

87
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Sei also k ein Korper der Charakteristik p > 0 und sei R eine k-Algebra. Wir kénnen dann ganz
analog wie in Kapitel [f| den Ring D(R;k) der k-linearen Differentiale auf R definieren.

Bemerkung 7.1.1. Genau wie im Fall chark = 0 sei Dyo(R;k) = R, aufgefasst als Unterring
von Endy(R), und fir jedes i > 0 sei

Dir1(R;k) = {f € Endx(R) | [f,7] € D;(R;k)Vr € R}.
Dann bezeichnen wir die k-Unteralgebra

D(R;k) = | Di(R; k)
i>0
von Endx(R) als Ring der k-linearen Differentiale auf R und die Abbildungen aus D;(R;k)
heiffen Differentiale der Ordnung < i.

Sei nun R = k[X7,...,X,] ein Polynomring in endlich vielen Variablen oder R = k[[X1,...,X,]]
der Potenzreihenring in den Unbestimmten X, ..., X,,. Dann hatten wir im letzten Kapitel gese-
hen, dass der Ring D(R; k) im Fall chark = 0 eine besonders einfache Gestalt besitzt. Er wird als
k-Unteralgebra von Endy(R) gerade von den Multiplikationen mit den X; und durch die partiellen
Ableitungen 0; = 0/0X; erzeugt. Auferdem ist D(R; k) noethersch und als R-Modul gilt

DRk)= @ R-op -0

(il ..... ’L‘n)EN”

Wir werden jetzt sehen, dass im Fall chark = p > 0 die Situation nicht mehr so einfach ist.
Insbesondere zeigt sich, dass der Ring der k-linearen Differentiale D(R;k) auf R dann nicht mehr
endlich erzeugt ist als k-Algebra und es zeigt sich, dass er nicht mehr noethersch ist. Wir bemerken
dazu das Folgende:

Bemerkung 7.1.2. Sei chark = p > 0 und sei R = k[X1,...,X,,] der Polynomring oder R =
k[[X1,...,Xn]] der Potenzreihenring in n Unbestimmten. Sei auflerdem 0; = 0/0X; die partielle
Ableitung bzgl. X;, dann gilt fiiri € {1,...,n}

P F1)y=0 fiir k < p,

oy (XF) =
k- (k—p+1)ak=P =0 firk>p.

Dabei gilt die zweite Gleichung, da der entstehende Koeffizient durch p teilbar ist. Wir sehen, dass

damit

als Operator auf R ist. Damit ist 8 = 0 fir t > p = chark und D(R;k) besitzt insbesondere
nilpotente Elemente und damit Nullteiler (im Fall chark = 0 ist D, (k) stets nullteilerfrei, siehe
z.B. [Cou9dl, 1.2]). Betrachten wir nun firt € N und 1 <i < n die Differentialoperatoren
1 o
-D i 1 Aavi)
BT aX!
dann stellen wir fest, dass diese Operatoren immer nicht-trivial von Ordnung t sind. Dabei soll

der Ausdruck Dy ;, welcher firt > p = chark im Grunde nicht wohldefiniert ist, so interpretiert
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werden, dass erst aa—);t ausgefihrt wird und dann ist, falls maéglich, mit p! zu kirzen. Selbst in
Charakteristik p > 0 gilt dann z.B.

Dy i(X; X7) = ;!aa;f(Xij) = %p!Xj = Xj.
Wir sehen, dass damit der Differentialoperator D, ; = %% ein Element von D,(R;k) ist. Er
ist aber offensichtlich kein Element von D, (k) bzw. D, (k), da r - OP/0XP =0 Vr e R gilt und
damit 1/p! ¢ R. Damit erkennen wir, dass fiir chark = p > 0 der Ring der k-linearen Differentiale
D(R;k) grofer ist als die Weyl-Algebra D, (k) bzw. die Potenzreihen-Weyl-Algebra D,, (k). Die
Situation in positiver Charakteristik ist also grundverschieden zur Situation in Charakteristik

Null. Zusammenfassend haben wir:

Satz 7.1.3. [Vgl. Example 5.3 (d),(e) in [Lyu97]] Sei k ein Kérper der Charaktersitik p > 0
und sei R =k[X1,...,X,] ein Polynomring oder R = k[[X1,...,X,]] der Potenzreihenring in n
Unbestimmten. Dann wird der Ring der Differentiale auf R, also der Ring D(R;k) als R-Algebra

von der Menge
{1 o e {1 } EN}
— |1 RN (]
p*loX?

erzeugt. Mit den Bezeichnungen aus der letzten Bemerkung wird D(R;Kk) als R-Algebra von der

Menge von Differentialoperatoren
{Dpilie{1,...,n}, se N}

erzeugt. Insbesondere ist D(R; k) als R-Algebra nicht endlich erzeugt und folglich nicht noethersch
(siehe [ealT, 25.21] bzw. [Smi86, 2.2]).

Beweis. [Lyu97, Example 5.3 (d), (e)]. O

In obiger Situation ist D(R;k) als R-Algebra somit, anders als in Charakteristik Null (siehe Satz
und Beispiel [6.1.9), nicht von den partiellen Ableitungen 0; erzeugt. Man hat nun sogar eine
aufsteigende Folge von R-Unteralgebren (siehe [Bli01l 3.2])

PV cpP cpP cpP c...,

so dass D(R; k) = U, Dg). Dabei ist Dg) = Rund Dg) ist die von 1 und den partiellen Ableitungen
erzeugte R-Algebra, also z.B. Dg) = R @ Derg. Allgemein ist D%ﬂ) fiir k > 1 als R-Algebra

erzeugt von den Operatoren Dy ; mit s < k.

7.2 Ein Funktor ¢ : F-mod — D-mod

Wir werden jetzt eine weitere Moglichkeit kennenlernen, den Ring der Differentiale D(R;k) zu
beschreiben. Wir zeigen, dass der Ring der k-linearen Differentiale in der Menge J,,cy Endgom (R)
enthalten ist. Diese Tatsache wird es uns ermdoglichen zu zeigen, dass jeder F-Modul auch eine
D-Modul-Struktur besitzt. Insbesondere werden wir einen Funktor £ : F-mod — D-mod kon-
struieren, der jedem F-Modul M einen D-Modul (M) zuordnet. Dabei besitzen sowohl M als
auch £(M) dieselbe zugrundeliegende abelsche Gruppe, die Objekte unterscheiden sich also nur
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dadurch, dass dariiber hinaus D(R; k) auf £(M) operiert. In der speziellen Situation, dass (R, m, k)
wie in Kapitel [4 ein kompletter regulérer lokaler Ring ist, k perfekt und k C R gilt, hatten wir in
Korollar m gezeigt, dass die Matlis-Duale D(H(R)) eine F-Modul-Struktur besitzen. Wir er-
halten also insgesamt einen Beweis dafiir, dass diese Moduln auch in positiver Charakteristik eine
D-Modul-Struktur besitzen, was das Ergebnis von Hellus aus Satz verallgemeinert. Wegen
Satz befinden wir uns dann gerade, bis auf Isomorphie, in der Situation R = k[[X1,..., X,]].

Wir folgen nun weitgehend Blickle in [Bli01], die Ergebnisse iiber die Struktur von D(R, k) finden
sich aber schon bei Smith in [Smi86] und der Funktor £ wurde urspriinglich von Lyubeznik in
[Lyu97] beschrieben.

Bemerkung 7.2.1. Sei k ein Korper und R eine kommutative k-Algebra. Betrachten wir die
Multiplikationsabbildung p1 @ R @k R — R und setzen wir Ir, = 1 = ker . Dann gilt bzgl. der
natirlichen R Qg R -Modulstruktur auf Endy(R), also (r @ v')(p)(x) = ro(r'x) fir r,r’ € R und
v € Endg(R), (siehe [Smi86, Theorem 1.4])

Dk (R, ]k) = AnnEndk(R) (Ik+1).

Sei nun chark = p > 0. Als Ideal ist T gerade erzeugt von {r @ 1 —1®r|r € R} und TP"] ist
somit erzeugt von {r?" @ 1 —1®r?" |r € R}. Sei nun 6 € Dyn_1(R;k), dann gilt IP"§ = 0, ergo
erst recht TIP"1§ = 0 und damit r?" 6 = 6r?" . Folglich ist 6 € Endg.n (R) und insgesamt gilt

D(R;k) C | J Endpr (R).
neN

Betrachten wir nun die Situation, dass R =K[[X1,...,X,]] der Potenzreihenring iber einem per-
fekten Korper k positiver Charakteristik p ist (wegen Satz kénnen wir auch einen reguldren
kompletten lokalen Ring (R, m,k), der den perfekten Kdorper k enthdlt, voraussetzen). Nach Satz
ist R dann endlich erzeugt iber RP. Seien my,...,ms die zugehérigen Erzeuger, dann er-
zeugen diese R auch als Algebra iiber RP". Damit ist das Ideal IR/RP
{m; @1 —-1@m;|i=1,...,s} und folglich gilt 75P" C IIP"). Sei nun ¢ € Endg,x(R) gegeben,
dann gilt wie oben rpkgp = gprpk, also I[pk]go = 0. Auflerdem ist k perfekt, daher k C RP" und
© € Endg(R). Damit gilt jetzt auch die Umkehrung von oben, wir haben 7575 = 0 und schliefSlich
¢ € D1 (RsK).

k erzeugt von der Menge

Analog kénnen wir auch vorgehen, falls R eine beliebige endlich erzeugte Algebra iiber RP ist und
wir erhalten somit den folgenden Satz.

Satz 7.2.2. Sei R eine endlich erzeugte Algebra iber RP und seik C R ein perfekter Korper der
Charakteristik p > 0. Dann gilt

D(R;k) = | J Endpon (R).
neN
Insbesondere ist D(R; k) fir jeden perfekten Kérper k C R gleich und wir kénnen in diesem Fall
einfach D(R) schreiben. O

Wir sind jetzt in der Lage zu zeigen, dass jeder F-Modul auch ein D-Modul ist. Wir machen zu
Beginn die folgende Beobachtung:
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Bemerkung 7.2.3. Seien R ein Ring der Charakteristik p > 0, 6 € Endp,x(R), ' € R?" und
r € R. Da R und R¥" dieselbe Menge zu Grunde liegt, kénnen wir 6 auch als Abbildung R?" — R¥"

auffassen und es gilt dann
5(r'r) = 5(Tpkr’) = rpké(r') =46(r")r.

Das bedeutet, wir kénnen § auch als R-linearen Endomorphismus von Rechtsmoduln auffassen und

umgekehrt. Also haben wir z.B.
Endp,« (R) = Endg(R?"), (7.1)
wobei die rechte Menge Endomorphismen von Rechtsmoduln enthdlt.

Aufierdem hatten wir in Bemerkung|7.2.1{gezeigt, dass D(R; k) C U,y Endge» (R) gilt. Definieren
wir nun Dg%k) = D(R;k) N Endp,x (R). Dann besteht Dg) gerade aus den Differentialoperatoren,
die RP"-linear sind und dann sehen wir mit , dass ’Dgf) c EndR(R‘Pk) gilt. Damit besitzen
aber Moduln der Form R¢" ®pr M mit einem R-Modul M eine natiirliche Dg)—Modulstruktur.

Bemerkung 7.2.4. Der iterierte Frobeniusfunktor F* ist auf natiirliche Art ein Funktor
F*: R-mod — Dg)—mod.

Fiir einen gegebenen R-Modul M operiert § € D%C) dabei auf F*(M) = R#* ®r M durch die

Abbildung 6 ® Idp;, wobei wir § als Endomorphismus von Rechtsmoduln auf R#" auffassen.

Sei nun (M, 0) ein F-Modul, dann ist wegen D(R,k) = (J,cy Dgf) mit der letzten Bemerkung klar,
wie wir M mit einer D-Modul-Struktur versehen konnen. Definieren wir induktiv fiir £ € N

OF+1 .= F(0F) 0 0 = F*(0) 0 6F,

soist 0% : M =5 R®" ®pr M ein Isomorphismus. Nach obiger Bemerkung ist R¥" ®pr M auf
natiirliche Weise ein Dg)—Modul und via des Isomorphismus 6! also auch M. Der Differential-
operator 0 € Dgf) operiert dabei auf M durch die Abbildung

(0" o (6 @idpy) o OF,
wie folgendes Diagramm veranschaulicht:
R @M " M
(5®IdM)l la
R o L

Da dies fiir alle § € D%“) und fiir alle £ € N funktioniert, kdnnen wir diese Konstruktion sogar fiir
alle Elemente aus D(R;k) durchfiihren und erhalten:

Satz 7.2.5. Sei (M,0) ein F-Modul. Dann induziert die F-Modul-Struktur, die durch 0 gegeben
ist, eine natirliche D-Modul-Struktur auf M.

Beweis. Wir haben uns noch von der Wohldefiniertheit der obigen Konstruktion zu {iberzeugen.
Dies findet sich z.B. in [BIi01} Proposition 3.6]. O
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Satz 7.2.6. Sei R ein kommutativer noetherscher Ring und k C R ein Korper der Charakteristik
p > 0. Dann ist die Zuordnung
¢ F-mod — D-mod

ein exakter Funktor, der mit Lokalisierung kommutiert.
Beweis. [Bli01, Proposition 3.7]. O

In positiver Charakteristik ist somit jeder F-Modul auch ein D-Modul. In Beispiel £.5.5] haben
wir auflerdem gesehen, dass iiber einem Potenzreihenring R = k[[X,...,X,]] mit perfektem
Residuenkérper k der Charakteristik p > 0 die Matlis-Duale D(H!(R)) F-Moduln sind. Damit
konnen wir die folgende Verallgemeinerung von Satz formulieren, in welchem von Hellus
gezeigt wurde, dass die Moduln D(H(R)) in Charakteristik Null D-Moduln sind.

Korollar 7.2.7. Seik ein perfekter Kéorper und sei R = [[X1,...,X,]] der Potenzreihenring iber
k in n Unbestimmten. Sei auflerdem I C R ein Ideal von R. Dann sind die Matlis-Duale D(H:(R))
auf natirliche Weise (Links-)D-Moduln. O

Wir werden diese D-Modul-Struktur im kommenden Abschnitt noch genauer untersuchen und
wollen jetzt noch darauf eingehen, welche Eigenschaften ein F-Modul M als D-Modul besitzt,

wenn der zu Grunde liegende Modul sogar F-endlich ist.

Satz 7.2.8. Sei R ein noetherscher reguldrer Ring der Charakteristik p > 0, welcher als RP-
Modul endlich erzeugt ist und sei M ein einfacher F-endlicher Modul. Dann ist der D-Modul

&(M) halbeinfach (siehel|6.1.14)(v)) und von endlicher Linge.

Beweis. [Bli01l Theorem 3.22]. O

Satz 7.2.9. Sei R ein noetherscher requlirer Ring der Charakteristik p > 0, welcher als RP-Modul
endlich erzeugt ist. Wir nehmen weiter an, dass jeder F-endliche Modul endliche Linge in der
Kategorie der F-Moduln besitzt. Sei nun M ein F-endlicher Modul, dann besitzt {(M) endliche
Léange in der Kategorie der D-Moduln. Insbesondere gilt:

(i) Ry mit seiner gewdhnlichen D-Modul-Struktur (siehe Bsp.[6.1.8(ii)) besitzt fir jedes f € R
endliche Linge in der Kategorie der D-Moduln.

(ii) Die lokalen Kohomologiemoduln Hi(R) mit der iiblichen D-Modul-Struktur (siehe Bemer-
kung|6.1.14]) besitzen endliche Linge in der Kategorie der D-Moduln.

Beweis. Nach Voraussetzung ist M von endlicher Lange als 7-Modul. Damit ist dann aber nach
Satz 5 (N), fiir einen einfachen Subquotienten N von M, von endlicher Lange in der Kategorie
der D-Moduln und somit auch (M) von endlicher Linge als D-Modul. Die Aussagen (i) und (ii)
folgen aus der Tatsache, dass die gewohnlichen D-Modul-Strukturen jeweils durch eine F-Modul-
Struktur induziert sind und die zugrundeliegenden F-Moduln nach Satz Korollar sogar
F-endlich sind. O

Insbesondere in der Situation eines Potenzreihenringes R = k[[X7, ..., X,,]] tiber einem perfekten
Korper positiver Charakteristik liefern die F-endlichen Moduln somit sogar D-Moduln endlicher
Lénge.
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Korollar 7.2.10. Sei R eine endlich erzeugte Algebra tiber einem noetherschen requldren lokalen
Ring (S, m,k) der Charakteristik p > 0, so dass S ein endlich erzeugter SP-Modul ist und M ein F-
endlicher Modul. Dann besitzt (M) endliche Linge in der Kategorie der D-Moduln. Insbesondere

gilt wieder:

(i) Ry mit seiner gewohnlichen D-Modul-Struktur besitzt fir jedes f € R endliche Linge in der
Kategorie der D-Moduln.

(ii) Die lokalen Kohomologiemoduln H(R) besitzen endliche Linge in der Kategorie der D-
Moduln.

Beweis. Nach Satz [3.4.7] besitzen unter den gegebenen Voraussetzungen alle F-endlichen Moduln
auch endliche Lénge in der Kategorie der F-Moduln. Aufierdem ist R endlich iiber S und damit
auch iiber R?, da S endlich ist iiber SP. Damit folgt die Behauptung sofort aus Satz O

Korollar 7.2.11. Sei R =k[[X,....X,]] ein Potenzreihenring in n Variablen iber dem perfekten
Karper k der Charakteristik p > 0. Dann besitzt jeder F-endliche Modul M endliche Linge in der
Kategorie der D-Moduln.

Beweis. Der Potenzreihenring R = k[[X1, . ...X,]] ist als noetherscher kompletter regulérer lokaler
Ring mit maximalem Ideal m = (X, ..., X,,) eine endlich erzeugte Algebra iiber sich selbst. Damit
ist also R/m = k perfekt und somit nach Satz R ein endlich erzeugter RP-Modul. Damit folgt

die Behauptung aus dem letzten Korollar. O

7.3 D-Modul-Struktur von D(H:(R)) in Charakteristik p > 0

Sei R = k[[X1,...,X,]] ein Potenzreihenring iiber dem perfekten Korper k. Betrachten wir nun
noch einmal die fiir uns besonders interessanten Matlis-Duale D(H%(R)). Wir haben im Laufe
dieser Arbeit gesehen, dass diese Moduln im Fall positiver Charakteristik eine F-Modul-Struktur
besitzen, im Allgemeinen aber nicht F-endlich sind. In Charakteristik Null konnten wir ganz
analog zeigen, dass die Moduln D(H}(R)) eine D-Modul-Struktur tragen, aber im Allgemeinen
nicht endlich erzeugt sind in der Kategorie der D-Moduln. Wir haben gerade gesehen, dass in
Charakteristik p > 0 jeder F-Modul auch ein D-Modul ist und folglich sind auch die Matlis-Duale

D(H%(R)) D-Moduln. Insgesamt kénnen wir zusammenfassend folgendes Ergebnis formulieren.

Satz 7.3.1. Sei (R, m,k) ein kompletter requlirer lokaler Ring beliebiger Charakteristik, der seinen
perfekten Residuenkérper k = R/m enthdlt. Sei auflerdem I C R ein Ideal und n € N. Dann gelten

die folgenden Aussagen.

(i) Falls chark = p > 0, dann sind die Matlis-Duale D(H:(R)) F-Moduln, die im Allgemeinen
nicht F-endlich sind.

(ii) D(Hi(R)) ist in beliebiger Charakteristik ein D-Modul.

(i4i) In Charakteristik Null sind die Moduln D(H%(R)) im Allgemeinen nicht endlich erzeugt als

D-Moduln, insbesondere also nicht holonom.
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Beweis. Die erste Aussage ist gerade die Aussage aus Korollar Wegen Satz in Charak-
teristik Null und Korollar in positiver Charakteristik sind die Moduln D(H?%(R)) D-Moduln
und es gilt (ii). Angenommen sie wéren im Fall char k = 0 endlich erzeugte D-Moduln, dann wére
nach Satz die Menge der assoziierten Primideale Ass D(H%(R)) endlich, was aber nach Satz
bzw. Satz im Allgemeinen falsch ist. Dies war gerade auch die Aussage von Korollar

und folglich gilt (iii). O

In Satz [3:4.4 hatten wir gesehen, dass F-endliche Moduln noethersch sind in der Kategorie der
F-Moduln. Analog hatten wir im Fall R = k[[X7,...,X,]] und chark = 0 gesehen, dass endlich
erzeugte D(R;k)-Moduln noethersch sind in der Kategorie der D-Moduln, da der Ring D(R;k)
selbst noethersch ist (siehe Satz . Diese Tatsachen machten es uns moglich, von der Existenz
unendlich vieler assoziierter Primideale der Matlis-Duale D(H?}(R)) (siehe Satz sofort darauf
zu schliefsen, dass diese Moduln nicht F-endlich bzw. nicht endlich erzeugt als D-Moduln sind. Im
Fall positiver Charakteristik ist der Ring der Differentiale D(R; k) allerdings nicht noethersch (sie-
he Satz . Wir konnen in dieser Situation demzufolge nicht entscheiden, ob die Matlis-Duale
D(H}(R)) im Allgemeinen endlich erzeugte D-Moduln sind oder nicht. Diese Frage bleibt offen.

Sei nun wieder R = Kk[[X;...,X,]] der Potenzreihenring iiber einem perfekten Korper k der
Charakteristik p > 0. Wir haben gerade gesehen, dass dann die Moduln D(H}(R)) D-Moduln
sind. In Charakteristik Null hatte Satz das analoge Ergebnis geliefert, wobei die D-Modul-
Struktur dort von gewissen k-linearen Projektionen

R/I" — R/I"™! fiir v > 1 (7.2)

induziert wurde, welche wiederum durch eine k-lineare Derivation ¢ € D(R;k) induziert waren.
Satz hat uns nun gezeigt, wie wir in Charakteristik p > 0 auf den F-Moduln D(H(R)) eine
D-Modul-Struktur erhalten. Wir wollen diese Struktur jetzt nochmals genauer betrachten und

werden sehen, dass auch in diesem Fall die D-Modul-Struktur durch k-lineare Projektionen
w0 R/IPY — R/IPTT fiir k> 1 (7.3)

induziert wird. Diese Projektionen sind ihrerseits wieder durch ein k-lineares Differential § €
D(R;k) gegeben. Sei nun 6 : D(H:(R)) — F(D(H{(R))) der Strukturmorphismus des F-Moduls
D(H!(R)) und sei 6 ein Element des Ringes der Differentiale D(R;k). Dann wissen wir nach Satz
dass ein ¢ € N existiert, so dass § RP -linear ist. Damit wird die Wirkung von & auf D(Hi(R))
gegeben durch

R#' @p D(Hj(R)) —%— D(Hi(R))

(5®1d0)l la

R¢ @ D(HI(R)) "2 D(HI(R)).

In Satz haben wir gezeigt, dass das Matlis Duale D(H}(R)) auch als inverser Limes von

bestimmten lokalen Kohomologiemoduln dargestellt werden kann, und zwar galt

D(HY(R)) = lim(H"*(R/I")).

Pt
k
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Betrachten wir den Beweis dieser Gleichheit nochmals genauer, so erhalten wir die folgenden
Gleichungen. Dabei verwenden wir wieder die lokale Dualitiit (Satz und die Tatsache, dass
der Matlis-Funktor mit dem Frobenius-Funktor kommutiert (Satz und direkte Systeme in
inverse Systeme iiberfiihrt (siehe[4.7.4). AuRerdem verwenden wir noch gewisse Vertauschbarkeiten
von Frobenius-Funktor und Ext-Funktoren sowie die Vertauschbarkeit von F mit direkten Limites
(Bemerkung [4.7.)). AuRerdem wird benutzt, dass R ein F-Modul ist (Beispiel [3.1.3).

F(D(Hj(R))) = R? @r D(H}(R))
= D(F'(H](R)))
= D(F*(lim Exty(R/1P, R)))

Il

s+t
]7

D(lim Extly(R/IP

S

D(Ext(R/IP

R))

Il

=)

. s+t)
1 b

R))

-]

Il

=

im D(Eaty,(R/IP' R))

-1

s+t)

IR

=)

im HY (R 1)

lim ' (Hp " (R/T%'T))

-1

Il

=lim R?' @p Hy ' (R/I7)

Damit kann die Wirkung des Differentials ¢ auf den Matlis-Dualen D(H?%(R)) auch als eine Abbil-
dung zwischen dem inversen Limes lim R? ®p H2~%(R/I""]) interpretiert werden. Dies entspricht

gerade einer Abbildung

t+s

A dim HH(R/TP)) — lim R (R/IPTY), (7.4)

Das folgende Diagramm veranschaulicht die Situation (dabei setzen wir k =t + s):

lim R7' 6 Hy, =/ (R/10) —=— lim H~ (R/1P") —=— R¥' @ D(H}(R)) —"— D(H}(R))

| vl ) |

- ¢ n—i s - o rrn—i e o ¢ i GO i

lim R?" @ HR~(R/IW’]) —— lim H2~*(R/I") —— R? ® D(H}(R)) —— D(H}(R)).
Nun wissen wir aber, dass § auf R?" @gr H2*(R/I) durch § ® Idy operiert, wobei wir § als
cinen Rechtshomomorphismus auf R¥" auffassen, was nach méglich ist, da & RP'-linear ist.
Damit ist die Abbildung \° gerade durch die folgenden Abbildungen )\i gegeben, welche durch die

Zusammensetzung von § und \j entsteht.
R¥ ®r H,ﬁ_i(R/I[ps]) =, H;ﬁ_i(R/I[pk])

o®Id 3 AN

SA

R¥" ®r H,ﬁ_i(R/I[ps]) =, H}:ﬁ—i(R/[[Pk]) M Hg—iu{/[[?

k*l]

)
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Dabei sind die Abbildungen Ay : H;ﬁ_i(R/I[pk}) — Hg_i(R/I[pkﬂ]) gerade durch die kanonischen
Projektionen

k*l]

m: RV — R/IP (7.5)

induziert. Insgesamt ist damit die Wirkung von & auf den Matlis-Dualen D(H?(R)) durch die
folgenden Abbildungen ¢ : R/I[pk] — R/I[pkfl] induziert, wobei 7 = 7y, 0 4.

R @p R/I = R/IP"
L
s®Idp); 5 ~F
k o k Ty b k—1
R? ®p R/I R/IP] R/IP ]

Folglich sehen wir, dass wir die D-Modul-Struktur in positiver Charakteristik auf ganz dhnliche
Weise wie im Fall chark = 0 aus Satz [6.2.1] erhalten.



Kapitel 8

Ausblick

Als Abschluss dieser Arbeit soll an dieser Stelle kurz auf offen gebliebene Fragen und weiterfiih-
rende Forschungsideen innerhalb der behandelten Thematik aufmerksam gemacht werden. Dabei
soll zum einen kurz dargestellt werden, wie sich méglicherweise die Frage aus Abschnitt[5.2} ob ein
gegebener lokaler Kohomologiemodul artinsch ist, mit Hilfe des verallgemeinerten Matlis-Duals ®
aus Abschnitt beantworten ldsst. Aufierdem wollen wir eine mogliche Verallgemeinerung des
Begriffes “holonom” in Charakteristik Null fiir D-Moduln positiver Charakteristik diskutieren. Als
Letztes soll dann auf eine Technik aufmerksam gemacht werden, die Hochster in [Hoc75| benutzt
hat, um Aussagen iiber Strukturen in Charakteristik p > 0 auf solche in Charakteristik Null zu
iibertragen. Insbesondere stellt sich dann die Frage, ob mit dhnlichen Methoden vielleicht das Pro-
blem der Macaulay-Kurve Cy4, welches uns als Motivation unserer Arbeit diente neu untersucht
werden kann (siehe Einleitung bzw. Kapitel [5]).

8.1 Artinsche lokale Kohomologiemoduln und F-Endlichkeit

Wir haben in Abschnitt gesehen, dass uns das verallgemeinerte Matlis-Dual ® fiir einen kom-
pletten reguldiren lokalen Ring (R, m,k) und einen Quasi-F-Modul (M, 3), der als R-Modul ar-
tinsch ist, sogar einen F-endlichen Modul © (M) liefert. Insbesondere gilt die folgende Implikation

Hi(M) artinscher Quasi-F-Modul = D (H:(M)) F-endlich,
und somit also auch
D(Hi(M)) nicht F-endlich = H(M) nicht artinsch.

Damit liefert uns die Berechnung der verallgemeinerten Matlis-Duale ®(H¢(M)) zumindest im
Fall M = R/a mit einem Ideal a C R eine Mdoglichkeit die Frage aus Abschnitt ob ein
gegebener lokaler Kohomologiemodul artinsch ist, auf die Frage nach der F-Endlichkeit der Moduln
D(H:(M)) zuriickzufiihren. Wir hatten in Beispielgesehen, dass die R-Moduln der Form R/a
Quasi-F-Modul sind und damit stellen sich die folgenden Fragen:

e Welche R-Moduln M sind Quasi-F-Moduln, bzw. wie kann man diese Frage entscheiden?

97
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e Sind genauere Beschreibungen der Moduln D (H?(M)) moglich, bzw. wie konnen diese Mo-
duln auf F-Endlichkeit getestet werden?

In Abschnitt .8 konnten wir das folgende Beispiel angegeben, welches obige Fragen motivierte.

Beispiel 8.1.1 (siehe Satz £.8.3). Sei (R,m,k) ein kompletter regulirer lokaler Ring der Cha-
rakteristik p > 0, wobei k C R perfekt ist und dim R = n. Sei auflerdem a C R ein Ideal. Dann
gilt

D(Hy(R/a)) = HT'(R).

In Satz konnten wir dies unter gewissen weiteren Annahmen noch etwas allgemeiner aus-
driicken und auch verallgemeinerte Matlis-Duale der Form ®(H:(R/a)) néher beschreiben. Wir
konnten aber nicht entscheiden, ob diese F-endlich sind und somit auch die Frage, ob die zugrun-
deliegenden lokalen Kohomologiemoduln artinsch sind, nicht entscheiden.

8.2 Holonome Moduln in positiver Charakteristik

Unsere Untersuchungen (siehe Satz haben gezeigt, dass fiir einen Potenzreihenring der Cha-
rakteristik Null holonome D-Moduln stets endliche Bass-Zahlen und nur endlich viele assoziierte
Primideale besitzen. In positiver Charakteristik gilt das analoge Ergebnis fiir F-endliche Moduln
(siehe Satz [3.4.6)/Satz [3.4.5). Insbesondere hatten Huneke und Sharp in [HS93| zeigen konnen,

dass fiir einen reguléren Ring (R, m,k) und ein Ideal I C R die Inklusion
Ass Hi(R) C Ass Ext'y(R/I, R)
gilt. Dies ist in Charakteristik Null nicht mehr richtig, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 8.2.1 (siche Example 21.31 in [ea07]). Sei k ein Kdrper und R = klu,v,w,x,y, 2| ein
Polynomring iber k. Sei I das von den 2 X 2 Minoren der Matriz

U v w
Ty z
erzeugte Ideal von R. Es ist also I = (A1, Aa, Ag) mit

Ay = vz —wy, Ay = wr — uz, A3 =uy —vx.

Dann gilt depthr(I, R) = 2 und damit H?(R) # 0. Auferdem ist R/I Cohen-Macaulay und somit
gilt im Fall chark = p > 0 wegen Satz H3}(R) = 0. Im Fall chark = 0 konnte aber gezeigt
werden, dass H}(R) # 0 gilt. Auferdem gilt in diesem Fall Ext%,(R/I,R) = 0 (siehe [eal7, 22.12])
und damit

Ass Hi(R) ¢ Ass Ext'z(R/I, R).

Dies zeigt, dass es sehr grofle Unterschiede zwischen beiden Féllen gibt. Insbesondere musste in
Charakteristik Null ein holonomer D-Modul vorausgestezt werden, um die Endlichkeit der Bass-
Zahlen zu zeigen (siehe Satz . Startet man allerdings mit einem F-endlichen Modul M, so
erhilt man wegen Satz und Satz automatisch einen D-Modul M, dessen Bass-Zahlen
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samtlich endlich sind. Es stellt sich also natiirlicherweise die Frage, wie sich dies in der D-Modul-
Struktur von M widerspiegelt. Wir interessieren uns also fiir genauere Zusammenhinge zwischen
der F- und der D-Modul-Struktur von M. Ein erster Schritt wire es, den Begriff eines holono-
men D-Moduls in die positive Charakteristik zu transferieren. Erste Ergebnisse zu diesem Thema
finden sich z.B. in den Arbeiten [Bav09] und [B&02|, in denen versucht wurde Begriffe wie holo-
nom, Bernstein-Ungleichung oder Gelfand-Kirillov-Dimension in den Fall von Prim-Charakteristik
zu {ibertragen. Angenommen man hétte eine passende Definition von holonom auch in positiver

Charakteristik gefunden, so gibe es Grund zu der Annahme das Folgende zu vermuten.

Vermutung 8.2.2. Sei R ein kommutativer noetherscher reguldrer Ring der Charakteristik p > 0
und sei M ein F-endlicher Modul. Dann ist M als D-Modul holonom.

8.3 Anwendung von Charakteristik p Methoden in Charak-
teristik Null

Wir hatten unserer Interesse an den Matlis-Dualen D(H?(R)) lokaler Kohomologiemoduln in Kapi-
tel[5] dadurch motiviert, dass diese Moduln die nétigen Informationen kodieren, um zu entscheiden,
ob ein gegebenes Ideal I mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt ist. Konkret stellten wir
uns die Frage, ob die berithmte Macaulay-Kurve C; auch in Charakteristik Null vollstdndiger
Durchschnitt ist. In Charakteristik p > 0 konnte dies schon positiv beantwortet werden (siehe z.B.
[BSR&I]). Wir wollen jetzt eine Konstruktion vorstellen, die es Hochster in [Hoc75] erméglichte
die Existenz von “big Cohen-Macaulay Moduln” in Charaktersitik Null zu zeigen, indem er das
Problem so reduzierte, dass es reichte es in positiver Charakteristik zu beweisen. Wir orientieren

uns dabei an der Monographie von Bruns und Herzog [BH9S|, §§].

Seien X = X1,...,X,, Y =Y1,...,Y,, Familien von unabhéngigen Unbekannten iiber Z. Dann
heifit eine Teilmenge £ C Z[X, Y] einfach ein System von Gleichungen iiber Z. Es besitzt eine
Lésung der Hohe n in einem noetherschen Ring R, falls Familien x = 21, ..., 24, Y = Y1, -+, Ym
in R existieren, so dass p(x,y) = 0Vp € &, und height xR = n gilt. Hochster hat nun den folgenden

Satz formuliert.

Satz 8.3.1 (Theorem 8.4.1 in [BHO8]). (i) Angenommen ein System von Gleichungen & besitzt
eine Losung der Hohe n in einem noetherschen Ring R, der einen Kérper k enthdlt. Dann
besitzt £ eine Losung X',y in einem lokalen Ring R’ der Charakteristik p > 0, so dass x’

ein Parametersystem von R’ bildet.

(ii) Ist R zusdtzlich ein reguldrer lokaler Ring, so dass x ein regulires Parametersystem bildet,
dann kann der Ring R’ aus (i) als regularer lokaler Ring mit reguldrem Parametersystem x’

gewdhlt werden.

Dies motiviert nun das folgende Vorgehen, um eine Aussage A fiir einen noetherschen Ring R zu

beweisen, welcher einen Korper k der Charakteristik Null enthélt.
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(i) Zeige, dass S fiir alle lokalen Ringe der Charakteristik p > 0 gilt,

(ii) Zeige, dass eine Familie (&;);er von Gleichungssystemen existiert mit der Eigenschaft, dass
die Aussage A genau dann fiir R gilt, wenn keines der Systeme &; eine Losung von bestimmter
Hohe besitzt.

Denn angenommen, die Aussage A gelte nicht fiir R, dann miisste eines der Systeme &; eine Lo-
sung bestimmter Hohe besitzen. Dann miisste nach obigem Satz aber auch eine Lésung in einem
lokalen Ring R’ existieren. Damit erfiillt R’ aber wegen (ii) nicht A und dies widerspricht gerade (i).

Sei nun R = k|[z,y, z, w]] der Potenzreihenring iiber einem Korper der Charakteristik p > 0 und
sei I das zu C, gehorige Ideal. Dann existieren f, g € R, so dass v/I = /T, g gilt. In Charakteristik
Null wissen wir nur, dass es Elemente p, ¢, 7 € R gibt, die das Ideal I bis auf Radikal beschreiben.
Es stellt sich also die Frage, ob es moglich ist die obige Technik zu verwenden, um zu zeigen, dass

auch in diesem Fall zwei Gleichungen geniigen.
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